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Vorwort

Die Berechnung der meisten natur- und ingenieurwissenschaftlichen Anwen-
dungen führt auf eine oder mehrere Differenzialgleichungen. Deshalb stellen
wir in diesem Buch deren numerische Lösung in den Mittelpunkt einer Nu-
merik für Ingenieure. Die notwendigen Kenntnisse aus anderen Bereichen der
numerischen Mathematik, wie z.B. der Interpolation oder der numerischen
Lösung von linearen Gleichungssystemen, werden an der Stelle erläutert, wo
sie benötigt werden. Diese ”Hilfsmittel“ beschreiben wir im Anhang, so kurz
wie möglich und vervollständigt mit Angabe von weiterführender Literatur.

Dieses Buch wurde zunächst als ein interaktives Skriptum für die Vorlesung

”Numerische Methoden für Ingenieure“ entwickelt. Das Ziel war, die beiden
Aspekte Theorie und Erfahrung gemeinsam zu vermitteln. Es wurden Re-
chenprogramme entwickelt, mit denen sich numerische Rechnungen in der
Vorlesung ausführen lassen und die Ergebnisse mit den Studierenden zusam-
men diskutiert werden können. Realisiert als Maple-Worksheets ließen sich
diese Programme auch aus der pdf-Version des Skripts direkt ausführen und
modifizieren. Mit diesem elektronischen Skript lässt sich ein Konzept reali-
sieren, das mit traditionellen Mitteln nicht möglich ist. Das Lernen geschieht
in drei Stufen:

Hören und passives Erleben von numerischer Mathematik: Dieses
geschieht in der Vorlesung. Gerade bei einem großen Publikum lässt sich
hier Interaktion nur eingeschränkt verwirklichen. Das Erleben aber ist bereits
möglich, indem die Beispiele aus dem Skriptum im Vortrag verwendet werden.
Numerische Methoden können direkt in der Vorlesung ausgeführt werden -
mit kleinen Lernspielen für das Publikum.

Lesen und eigenes Experimentieren: Bei der Nachbereitung haben die
Teilnehmer ein multimediales Produkt auf dem eigenen PC, das sie einlädt,
das Gelesene auch gleich in der Praxis zu erproben. Die vorgearbeiteten Bei-
spiele sind direkt greifbar und die Schnittstellen für eigene Modifikationen
einfach. Das Erlernen der Programmiersprache in Maple geschieht automa-
tisch.



VI Vorwort

Schreiben eigener Programme: Solchermaßen vorbereitet ist es für die
Studierenden oder den Leser ein relativ kleiner Schritt, für konkrete Aufga-
benstellungen eigene Programme zu entwickeln.

Das Buch ist in der Form eines pdf-Files als ein ”elektronisches Skript“ auf der
beiliegenden CD-ROM. Für fast alle Beispiele gibt es Rechenprogramme, die
direkt aus dem Text durch Anklicken aufgerufen und ausgeführt werden kön-
nen. Auf dem Rechner muss dazu allerdings das Computer-Algebra-System
Maple zur Verfügung stehen. Damit werden dem ”Leser“ neue Möglichkei-
ten eröffnet. Zur weiteren Bearbeitung können die gesamten Programmier-
und Visualisierungsmöglichkeiten von Maple eingesetzt werden. Neben der
Nachrechnung des Beispiels können in dem aufgerufenen Maple-Worksheet
die Diskretisierungsparameter geändert werden. Man kann mit den numeri-
schen Verfahren experimentieren und sie auf neue kompliziertere Probleme
angewenden. Steht kein Maple zur Verfügung, fällt nur die Möglichkeit des
interaktiven Arbeitens weg. Zur Veranschaulichung sind die wesentlichen Er-
gebnisse der Rechnungen als Abbildungen im Buch. Zusätzlich können die
Worksheets in einer html-Version betrachtet werden.

Die Möglichkeit, Rechenprogramme in ein Skriptum einzuarbeiten und als
Buch zu erweitern, konnte nur durch Unterstützung des Ministeriums für
Wissenschaft, Forschung und Kunst Baden-Württemberg im Rahmen eines
Projektes ”Innovative Lehre“ durchgeführt werden. Wir möchten uns dafür
an dieser Stelle herzlichst bedanken. Im Bereich der Lehre gibt es leider sehr
wenige Geldgeber für solche Projekte. An mehreren Stellen konnten wir auf
das ”alte“ Skriptum von Prof. Dr. Karl Förster, überarbeitet und ergänzt von
Dr. Alfred Geiger [20] aufbauen. Wir haben hier sehr profitiert und möch-
ten uns dafür sehr herzlich bedanken. Unser herzlicher Dank gebührt dann
vor allem unseren Mitarbeitern Mark Ferch, Friedemann Kemm und Mirko
Pauli, die uns bei der Erstellung des Buches tatkräftig unterstützt haben.
Bedanken möchten wir uns auch bei vielen Studierenden, allen voran Olaf
Schönrock, Oliver Hohn und Dominik Saile, bei PD Dr. Horst Parisch für sei-
ne zahlreichen Kommentare und bei Dr. Werner Grimm und Dr. Sven Olaf
Neumann für die Unterstützung bei den Beispielen. Unser Dank gilt auch
Frau Hestermann-Beyerle und Frau Lempe vom Springer-Verlag für die gute
und angenehme Zusammenarbeit. Um zukünftig mit neuen Maple-Versionen
Schritt halten zu können, werden Updates der Worksheets unter der Home-
page zum Buch

http://www.home.hs-karlsruhe.de/∼weth0002/buecher/revokos/start.htm

zur Verfügung gestellt.

Stuttgart, im Dezember 2005, Claus-Dieter Munz, Thomas Westermann
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0 Einleitung

Die mathematische Modellierung von Vorgängen aus der Physik und dem In-
genieurbereich führt sehr oft auf Differenzialgleichungen. Entweder sind diese
gewöhnliche Differenzialgleichungen, bei denen die gesuchte Lösung nur von
einer Variablen - Raum oder Zeit - abhängt, oder partielle Differenzialglei-
chungen, bei denen mehrere Raumdimensionen und die Zeit eine Rolle spielen.
Da nur sehr wenige dieser Differenzialgleichungen exakt lösbar sind, ist man
in der Praxis auf die näherungsweise Lösung dieser Gleichungen angewiesen.
Die numerische Lösung von Differenzialgleichungen ist somit ein wichtiges
Teilgebiet der numerischen Mathematik, eng verbunden mit den Ingenieur-
und Naturwissenschaften.

Zur numerischen Simulation eines praktischen Problems gehören mehrere Ar-
beitsschritte: Man benötigt ein geeignetes numerisches Verfahren, formuliert
in einem Algorithmus, kann man dieses in ein Rechenprogramm umsetzen und
letztlich auf das entsprechende Problem anwenden. Um eine numerische Si-
mulation erfolgreich ausführen zu können, benötigt man gute Kenntnisse und
einige Erfahrung in den einzelnen Schritten. In diesem ”Buch“ wird der Ver-
such unternommen, Ideen, Theorie der numerischen Verfahren, Algorithmus
und Programmstruktur bis hin zum praktischen Test und der Anwendung mit
einzubeziehen. In dem pdf-File der CD-ROM gibt es Links zu elektronischen
Arbeitsblättern, in denen die Algorithmen mit grafischer Ausgabe schon fertig
umgesetzt sind, und mit deren Hilfe viele Beispiele interaktiv bearbeitet wer-
den können. Im Hintergrund steht das Computer-Algebra-System Maple,
welches eine Programmiersprache und geeignete Visualisierungsmöglichkei-
ten enthält. Damit kann der ”Leser“ die verschiedenen Verfahren ausführen
und sich die Ergebnisse anschauen, welche als Abbildungen auch im Buch zur
Verfügung stehen. Er kann aber darüberhinaus selbständig Diskretisierungs-
parameter, aber auch Programmteile ändern und neue Probleme lösen. Mit
wenigen Voraussetzungen sollte es somit möglich sein, eigene Erfahrungen in
der Anwendung numerischer Methoden zu sammeln.

Um diese interaktive Komponente nutzen zu können, muss Maple auf dem
Rechner installiert sein. Steht Maple nicht zur Verfügung oder möchte man
nur die algorithmische Umsetzung des Verfahrens anschauen bzw. nur die
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grafischen Ergebnisse betrachten, kann man mit der html-Version arbeiten,
bei der die elektronischen Worksheets als html-Files vorliegen. Dann ist al-
lerdings kein interaktives Arbeiten mehr möglich.

Der Schwerpunkt dieses Buches liegt, neben der Beschreibung der numeri-
schen Verfahren, auf der Vermittlung der praktischen Aspekte in der numeri-
schen Lösung von Differenzialgleichungen bis hin zur Simulation praktischer
Probleme. Die Ableitung eines Algorithmus, d.h. der Angabe von aufeinan-
der folgenden Rechenschritten in der Reihenfolge, wie sie dann ein Computer
berechnen kann, wird durch die Angabe von Struktogrammen aufgezeigt.
Zur Vorbereitung werden in der Einleitung die grundlegenden Elemente ei-
nes Struktogramms beschrieben, eine kurze Einführung in die Bedienung der
CD-ROM schließt sich daran an. Zunächst wird aber mit Bemerkungen über
die möglichen Fehler bei einer numerischen Simulation gestartet.

0.1 Modellierungsfehler, Approximationsfehler
und Rundungsfehler

Wird Information über einen technischen oder physikalischen Vorgang ge-
sucht, dann sind in der Regel Daten oder Zahlen gesucht, z.B. wie viel Last
hält ein Balken aus? Um solche Aussagen zu bekommen, muss zuerst ein
physikalisches Modell vorhanden sein. Mit dem zugehörigen mathematischen
Modell, den entsprechenden Gleichungen, welche diesen Vorgang beschrei-
ben, hat man dann den Gegenstand, mit dem gerechnet werden kann. Für
viele Probleme ist das mathematische Modell eine oder mehrere Differenzi-
algleichungen. Überall dort, wo die Änderung einer Größe von deren Wert
abhängt, ergibt sich eine solche.

Nehmen wir als Beispiel ein Strömungsproblem. Hier besteht das physikali-
sche Modell aus den Erhaltungssätzen für Masse, Impuls und Energie. Das
mathematische Modell wird daraus abgeleitet und besteht aus Differenzial-
gleichungen für die Massendichte, die Geschwindigkeit und den Druck. In
der physikalischen und mathematischen Modellierung eines Vorgangs wer-
den Einflüsse vernachlässigt. Man nimmt an, dass sie die Lösung sehr wenig
beeinflussen und im Rahmen der geforderten Genauigkeit keine Rolle spie-
len. Die Vereinfachung des Problems reduziert den Rechenaufwand. Bei einer
Strömungsberechnung könnte dies eine Vernachlässigung der Reibungsterme
sein, wenn diese sehr klein sind. Fehler, welche man dadurch macht, nennt
man Modellierungsfehler. Auf diese Modellierungsfehler werden wir im
Folgenden nicht weiter eingehen, da sie Thema der mathematischen Model-
lierung und nicht der numerischen Approximation sind. Man sollte in prak-
tischen Anwendungen diese Fehler jedoch im Kopf behalten. Falls später die
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erzielten Ergebnisse nicht mit der Erwartung und der Wirklichkeit überein-
stimmen, könnte dies natürlich auch der Einfluss von unterschätzten Model-
lierungsfehlern sein. Bei der oben erwähnten Strömung kann die Reibung bei
der Umströmung von Körpern eine wichtige Rolle spielen. Die Notwendigkeit
der Modellierung der Reibungsterme wird sich dann bei der Diskussion der
Ergebnisse zeigen.

Beispiel 0.1 (Flug in konstanter Höhe). Ein einfaches Modell für den
Flug eines Flugzeuges in konstanter Höhe ohne Richtungsänderung ist die
Differenzialgleichung

v̇ =
d
dt

v =
F − W

m
(0.1)

für die Geschwindigkeit v . Dabei bezeichnet F den Schub der Turbinentrieb-
werke, W den Widerstand und m die Masse des Flugzeuges. Ist die Zeit die
unabhängige Variable, schreibt man für die Ableitung statt v ′ auch gerne v̇
mit der Bedeutung der zeitlichen Änderung der Geschwindigkeit.

Das zu Grunde liegende physikalische Modell ist hier der Erhaltungssatz des
Impulses. Mathematisch formuliert entspricht er der Gleichung des Newton-
schen Gesetzes: Kraft = Masse · Beschleunigung. Der Widerstand hängt von
der Geschwindigkeit ab und wird hier mit einer sogenannten quadratischen
Polare modelliert,

W = q S (cW0 + k c2
A) ,

wobei q = ρ v2

2 den Staudruck, S die Bezugsflügelfläche, k den Widerstands-
faktor, cA den Auftriebsbeiwert und cW0 den Nullwiderstandsbeiwert be-
zeichnet. Das physikalische Modell ist der Erhaltungssatz des Impulses, der
sich als mathematisches Modell in der Gleichung (0.1) ausdrückt.

Es treten hier eine ganze Reihe von Größen auf, die das Problem beeinflus-
sen. Ziel in der physikalischen und mathematischen Modellierung ist es, den
Einfluss dieser Größen für das betrachtete Problem zu untersuchen. Dabei
können noch verschiedene Annahmen eingehen, welche die Gleichung verein-
fachen. Horizontalflug ohne Richtungsänderung bedeutet, dass der Auftrieb
A gerade das Gewicht G kompensiert. Es gilt somit mit der Gravitationskon-
stanten g

G = m g = q S cA = A .

Aus dieser Gleichung ergibt sich durch Auflösen

cA =
m g
q S

=
G
q S

.

Wird dieser Auftriebsbeiwert oben eingesetzt, erhält man den Widerstand W
in der Form

W = q S cW0 +
k G2

q S
.
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Wir machen die weiteren Vereinfachungen, dass der Nullwiderstandsbeiwert
cW0 und der Widerstandsfaktor k konstant sind. Dies ist für einen Flug im
Unterschallbereich gerechtfertigt. Auch das Gewicht wird als konstant be-
trachtet, was allerdings nur für kurze Flugzeiten gelten sollte, da Treibstoff
verbraucht und das Flugzeug somit leichter wird. Weiterhin nehmen wir an,
dass der Schub konstant sei und nicht von der Geschwindigkeit v abhängt.
Die rechte Seite der Differenzialgleichung ist damit eine Funktion von v und
besitzt die Form

v̇ = f (v) = a0 − a1v2 − a2

v2
, (0.2)

wobei die Konstanten a0, a1, a2 sich nach

a0 =
F
m

, a1 =
ρS cW0

2m
, a2 =

2k G2

m ρS

berechnen. Wenn die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t0 = 0 vorgegeben ist,
ergibt die Lösung des Anfangswertproblems die Geschwindigkeit als Funktion
der Zeit.

Aus dem physikalischen oder ingenieurwissenschaftlichen Problem wurde ein
mathematisches Modell abgeleitet. Dabei treten in diesem Anwendungspro-
blem eine ganze Reihe von Größen und Funktionen auf. Das Problem wurde
mit Vereinfachungen übersichtlich geschrieben, so dass die mathematische
Struktur des Modells klar wird. Diese Struktur ist wesentlich für die Wahl
eines geeigneten Näherungsverfahrens. Wie schon erwähnt, sollte man die
verschiedenen Annahmen und Vereinfachungen in der mathematischen Mo-
dellierung aber nicht vergessen, wenn es an die Interpretation der numerischen
Ergebnisse geht. Wir werden dieses Beispiel in dem Kapitel über Anfangs-
wertprobleme für gewöhnliche Differenzialgleichungen mit der Vorgabe von
realistischen Daten wieder aufgreifen und Näherungsverfahren darauf anwen-
den. �

In den meisten Fällen kann das mathematische Modell nicht exakt gelöst
werden - es muss näherungsweise berechnet werden. Es ist im Allgemeinen
ein kontinuierliches Problem und passt so nicht in den Computer. Rechen-
programme auf einem Rechner arbeiten mit endlich vielen diskreten Größen.
Man sucht etwa eine Approximation der Lösung an einer endlichen Anzahl
von Punkten und reduziert das kontinuierliche Problem zunächst auf ein end-
liches diskretes Problem, das dann in den Rechner mit endlich viel Speicher-
platz passt. So kann man z.B. bei einer Fourier-Reihe nicht unendlich vie-
len Glieder aufsummieren, sondern muss nach endlich vielen abbrechen. Den
Fehler, den man dabei macht, nennt man Approximations-, Verfahrens-
oder auch Konsistenzfehler. Dieser Fehler wird reduziert, wenn die An-
zahl der Punkte erhöht wird und das Problem somit besser aufgelöst wird.
Bei der Auswertung der Fourier-Reihe wird die Anzahl der aufsummierten
Glieder erhöht, wobei dann der Rechenaufwand anwächst.
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Ein anderer Fehler, welcher bei numerischen Rechnungen auftritt, ist der
Rundungsfehler. Dieser Fehler ergibt sich wieder aus der Tatsache, dass
der Computer nicht unendlich viele Zahlen speichern kann. So besitzt jede
Zahl nur eine endliche Genauigkeit, d.h. eine gewisse Anzahl von Stellen.
Die Zahl π wird niemals exakt auf dem Rechner gespeichert sein. Während
die Approximationsfehler gewissermaßen die Folge davon sind, dass die nu-
merischen Verfahren eine Approximation des Problems darstellen, sind die
Rundungsfehler die Folge davon, dass ein Computer zwar viele aber nicht
unendlich viele Daten speichern kann. Wir schauen uns zwei Beispiele an,
welche den Einfluss von Rundungsfehlern aufzeigen.

Beispiel 0.2. Man berechne die Lösungen der quadratischen Gleichung

x 2 − 2x + 0.999999999999 = 0 . (0.3)

Man hat hier auf der linken Seite fast das Quadrat von x − 1 vorliegen und
würde somit zwei Lösungen nahe 1 erwarten. Nach der Formel für eine qua-
dratische Gleichung ergeben sich die zwei Lösungen

x1 = 1 +
√

10−13 und x1 = 1 −
√

10−13 . (0.4)

Ein Taschenrechner liefert bei der Berechnung der Wurzel die Zahl 0.0, so
dass sich hier die Lösungen x1 = x2 = 1 ergeben. Diese Lösung ist nur bis auf
die Rundungsfehler genau. Wird die Lösung x1 = 1 oben in die Gleichung
eingesetzt, so ergibt sich der Fehler zu 0.0000000000001. Wird mit dieser
Lösung weiter gerechnet, so wird dies nur dann Schwierigkeiten machen, wenn
die weitere Rechnung bezüglich diesem Fehler empfindlich ist. Durch eine
Umformulierung des arithmetischen Ausdrucks kann das Problem oftmals
entschärft werden. �

Beispiel 0.3. Wir betrachten die Auswertung der Funktion

f (x ) = x 3(
x

x 2 − 1
− 1

x
) (0.5)

für große x . Rechnen wir mit einer endlichen Anzahl von Stellen, dann wird
der Ausdruck in der Klammer für größer werdende x gegen Null streben. Wir
nehmen an, dass x so groß ist, dass die Addition der Zahl 1 die Darstellung
dieser Zahl im Rechner nicht mehr ändert. Werden auf dem Rechner für jede
Zahl 10 Stellen und der Exponent abgespeichert, dann wird dies der Fall
sein, wenn die Addition die 11. oder eine weiter hinten liegende Stelle ändert.
Damit stimmt in dem Raum der Maschinenzahlen x 2 − 1 mit x 2 überein.
Das Ergebnis der Klammer wird bei dieser Rechnung Null sein. Dies kann
man leicht mit dem Taschenrechner ausprobieren. Es tritt ein sogenannter
Auslöschungseffekt auf. Diese Klammer wird dann allerdings mit einer sehr
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großen Zahl, nämlich x 3 multipliziert, so dass der Fehler bei der Auswertung
der Funktion für solch große x -Werte beträchtlich ist.

Nun lässt sich die Funktion etwas umformulieren. Indem man die beiden Brü-
che zusammenfasst, ergibt sich nach kurzer Rechnung eine andere Darstellung
der Funktion f in der Form

f (x ) =
x 2

x 2 − 1
=

1
1 − x−2

. (0.6)

Der rechte Ausdruck ist für große x sehr gutmütig auszuwerten. Insbeson-
dere sieht man sofort, dass der Wert der Funktion f immer größer als Eins
ist. Bei einer Auswertung der Funktion nach der Formel (0.5) lässt sich die-
se Eigenschaft nicht reproduzieren. Bei der Programmierung arithmetischer
Ausdrücke sollte man somit darauf achten, solche Auslöschungsfehler zu um-
gehen. �

In technischen und physikalischen Anwendungen treten solche Situationen,
bei denen die Differenz sehr kleiner Zahlen mit einer großen Zahl multipli-
ziert wird, selten auf. Die Größen dort haben eine physikalische Bedeutung.
Es gibt selten einen Grund, wieso sehr große und sehr kleine Werte in den
Gleichungen auftreten sollten, deren Multiplikation miteinander einen für den
Vorgang bestimmenden Wert liefern. Meist ist es aber sinnvoll, die Gleichun-
gen vor der Rechnung so dimensionslos zu formulieren, dass Zahlen ähnlicher
Größenordnungen auftreten.

In Anwendungen gibt es jedoch auch Probleme, bei denen Fehler oder Stö-
rungen schnell anwachsen können, wie bei der Berechnung von Instabilitäten.
Hier ist vor einer numerischen Simulation zu klären, was die Rechnung an
Information liefern kann. Ist die Vorhersagbarkeit des Problems überhaupt
gewährleistet oder muss zu einer stochastischen Beschreibung des Problems
übergegangen werden. Dies ist aber dann wieder eine Frage der mathemati-
schen Modellierung.

Mit den Rundungsfehlern werden wir uns im Folgenden wenig befassen. Man
muss allerdings wissen, dass eine Erhöhung der Genauigkeit in einer numeri-
schen Simulation, z.B. durch die Vergrößerung der Anzahl der Gitterpunkte,
nicht beliebig durchgeführt werden kann, da sonst die Rundungsfehler größer
als die Verfahrensfehler werden. Dies ist in der Abbildung 0.1 schematisch
dargestellt. Benötigt man sehr genaue Ergebnisse, so müssen in diesem Fall
bessere numerische Verfahren eingesetzt werden, welche mit der gleichen An-
zahl von Punkten die genaueren Ergebnisse liefern. Praktische Beispiele mit
Diskussion der Rundungsfehler zeigen wir schon im nächsten Kapitel bei der
numerischen Integration und Differenziation.



0.2 Struktogramme 7

Fehler

Gesamtfehler
Verfahrensfehler

h

Rundungsfehler

Abb. 0.1. Fehlerverhalten der numerischen Lösung

Weitere Fehler treten dann beim eigenen Programmieren auf: Die Program-
mierfehler, auch Bugs genannt, was übersetzt sowohl ”technischer Defekt“
als auch im amerikanischen Slang ”verrückt machen“ heißen kann. In manchen
Fällen passen beide Übersetzungen sehr gut. Diese werden wir hier natürlich
auch nicht behandeln. Es kommt oft auf die Erfahrung des Anwenders an, die
verschiedenen Fehler richtig zuzuordnen, zu finden und zu korrigieren. Neben
der Wahl einer guten numerischen Methode für ein Problem ist die Bewer-
tung der numerischen Daten und die Abschätzung der Fehler eine wichtige
Aufgabe der numerischen Simulation.

0.2 Struktogramme

In den folgenden Kapiteln beschreiben wir die numerischen Verfahren. Für die
Berechnung eines Problems müssen diese in ein Rechenprogramm umgesetzt
werden. Dabei sollte zuvor überlegt werden, wie die Abfolge der einzelnen
Schritte aussehen muss. Das numerische Verfahren wird als Algorithmus
angegeben, durch den die notwendige Reihenfolge der Rechnungen aufgezeigt
und die Grundstruktur eines Programmes festgelegt ist.

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, numerische Algorithmen darzustellen.
Man kann sie durch Text beschreiben, den so genannten Pseudocode ver-
wenden, oder eine grafische Darstellung wählen. Unter Pseudocode versteht
man ein in einer vereinfachten Programmiersprache geschriebenes Programm.
Für die grafische Darstellung kennt die DIN-Norm zwei formale Systeme:
Programmablaufpläne (DIN 66001) und Struktogramme (DIN66261). Letz-
tere sind auch unter dem Namen Nassi-Shneiderman-Diagramme bekannt.
Sie wurden eingeführt, nachdem sich die alten Programmablaufpläne für die
Anforderungen moderner Informatik und strukturierten Programmierens als
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nicht ausreichend erwiesen hatten. Im vorliegenden Buch sollen neben der ver-
balen Beschreibung ausschließlich diese zum Einsatz kommen. Um ein solches
Diagramm zu verstehen, muss man die Bedeutung der verwendeten Symbole
kennen. Diese werden im Folgenden beschrieben.

Einfache Anweisungen

Anweisungen stehen in gewöhnlichen Rechtecken:

Anweisung

Wird in der Anweisung ein Unterprogramm oder ein Funktionsunterpro-
gramm aufgerufen, so wird dies durch zusätzliche senkrechte Striche an der
Seite gekennzeichnet:

Hier wird ein Unterprogramm aufgerufen
mit der Übergabe sämtlicher Parameter

Unterprogramme dienen vor allem der Übersichtlichkeit eines Programms. Je
mehr Anweisungen, oft Code genannt, an einem Stück geschrieben werden,
desto schwieriger wird es, das Programm zu überblicken. Unterprogramme
schaffen hier Ordnung, da sie die Möglichkeit bieten, Teile des Codes aus
dem Hauptprogramm auszulagern. Diese Unterprogramme werden dann an
den entsprechenden Stellen im Hauptprogramm aufgerufen. Gerade wenn ei-
ne Sequenz von Anweisungen an mehreren Stellen im Programm ausgeführt
wird, muss sie als Unterprogramm geschrieben nicht jedes mal neu program-
miert werden, sondern wird dann mit aktuellen Übergabe-Parametern an den
verschiedenen Stellen aufgerufen.

Bei dem Aufruf von Unterprogrammen können mehrere Werte übergeben und
auch mehrere Werte zurück gegeben werden. Die Funktion eines Unterpro-
gramms könnte z.B. die Lösung von Gleichungssystemen sein, hier werden die
Koeffizientenmatrix und die rechte Seite des Gleichungssystems übergeben
und die gesuchte Lösung wird zurück gegeben. Im Spezialfall der Rückgabe
eines Wertes spricht man auch von einer Funktion.
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Verzweigungen

Bei vielen Algorithmen müssen Fallunterscheidungen getroffen werden, d.h.
in verschiedenen Fällen muss ein unterschiedliches Vorgehen gewählt werden.
Man braucht Verzweigungen. Dabei unterscheidet man zwischen einfachen:
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Abfrage

ja nein

Anweisungen, falls ja Anweisungen, falls
nein

und mehrfachen Verzweigungen:
.
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Bedingung, nach der unterschieden wird

Fall 1

Anweisungen für
Fall 1

Fall 2

Anweisungen für
Fall 2

sonst

Anweisungen,
falls weder Fall 1
noch Fall 2

Wiederholungsschleifen

Da oft gewisse Teile eines Algorithmus mehrfach durchlaufen werden müssen,
benötigt man Symbole für diese Wiederholungen. Dies ist insbesondere bei
numerischen Algorithmen oft der Fall. Es gibt bei den Struktogrammen zwei
Möglichkeiten, dieses zu beschreiben:

1. Man prüft am Anfang, ob die Schleife überhaupt durchlaufen werden soll:

Solange < Bedingung >

Anweisung
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2. Man prüft am Ende, ob ein Abbruchkriterium erfüllt ist:

Anweisung

Bis < Bedingung >

Ein Symbol für sogenannte Zählschleifen sieht die Norm nicht vor, jedoch gibt
es in vielen Programmiersprachen Zählschleifen, um Algorithmen effizient
programmieren zu können. Diese können aus den bekannten Formen für die
Wiederholungsschleifen erstellt werden:

i = 1

Solange i ≤ n

Anweisungen

i = i + k

Die Schrittweite k sowie der maximale Index n sollten nach Möglichkeit in
der Schleife nicht verändert werden. Eine sogenannte Endlosschleife wurde
im folgenden Beispiel programmiert:

i = 1

n = 10

Solange i ≤ n

n=n+2

i = i + 1

In diesem Beispiel wird der maximale Index n immer größer sein als der
aktuelle Index i , was dazu führt, dass das Abbruchkriterium nicht erfüllt
werden kann. Der Computer würde hier so lange hochzählen bis der maximal
zulässige Wert für die Variablen n bzw. i erreicht ist und dann die Programm-
ausführung mit einer Fehlermeldung beenden. In den seltenen Fällen, in denen
eine Änderung des Laufindex sinnvoll ist, sollte der Programmierer aber un-
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bedingt sicher stellen, dass das Abbruchkriterium der Schleife erfüllt werden
kann.

Struktogramme, die in ein Computerprogramm umgesetzt werden, sollten
den folgenden Aufbau besitzen:

1. Deklarationen
Hier werden alle im Programm vorkommenden Variablen mit ihrem Typ
deklariert. Auch die Namen der verwendeten Funktionsunterprogramme
müssen hier mit ihrem Variablentyp bekannt gemacht werden.

2. Eingangswerte
An dieser Stelle sollten alle Werte eingelesen werden, die von außen, d.h.
einer Eingabe oder einem übergeordneten Programm, übernommen wer-
den. In Programmiersprachen geschieht dies oft durch die Übergabeliste
eines Unterprogramms. Im Struktogramm sollte es an dieser Stelle expli-
zit geschehen.

3. Initialisierung von Variablen
In einem Programm gibt es Befehlszeilen wie etwa a = a + b. Damit so
etwas funktioniert, muss a vorher schon einen bestimmten Wert haben.
Alle Initialisierungen dieser Art sollten hier zusammengefasst werden.

4. Der Algorithmus
Erst hier steigt man in den eigentlichen Algorithmus ein.

5. Aus-, Weiter-, Rückgabe von Werten
Zum Schluss müssen noch Werte ausgegeben, weitergegeben oder an ein
übergeordnetes Programm zurückgegeben werden.

Bemerkungen

1. Beim Erstellen eines Struktogramms sollte man bei den Punkten 1 und 3
zunächst noch Platz übrig lassen. Überprüfen sie am Ende alles auf Voll-
ständigkeit. Die Erfahrung sagt, dass an diesen Stellen meist noch etwas
nachkommt.

2. In der Literatur angegebene Struktogramme sind i.A. nicht vollständig.
Es werden meist nur die Teile des Algorithmus, nämlich 3 und 4 abge-
druckt.

3. Beim Umsetzen von Unterprogrammen in eine Programmiersprache ste-
hen oft Teile von 2 vor 1, weil die Werte durch die Übergabeliste eingelesen
werden, und diese üblicherweise direkt beim Namen des Unterprogramms
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steht. Der Compiler bringt dies in die oben angegebene Reihenfolge. Da-
her sollte man diese auch im Struktogramm einhalten.

Beispiel 0.4. Ein Struktogramm für ein Programm zur Berechnung von a +
b sieht folgendermaßen aus:

Real: a, b, AplusB

Lies a und b ein

AplusB = a + b

gebe AplusB zurück

Die Eingabe der Zahlen erfolgt hier direkt am Bildschirm durch eine Auf-
forderung, der Betrag der Zahl wird berechnet und für den Benutzer am
Bildschirm zurückgegeben. �

Beispiel 0.5. Das zweite Beispiel ist ein Struktogramm für ein Unterpro-
gramm, das von einem übergeordneten Programm aufgerufen wird:

Integer: i ,N , Summe

Übernehme N

i = 1

Summe = 0

i ≤ N

Summe = Summe + i

i = i + 1

Gib Summe zurück

In dem Unterprogramm werden die Zahlen von 1 bis N aufsummiert:

N∑
i=1

i .
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Der Wert N wird an das Unterprogramm übergeben. Die Initialisierung der
Variablen Summe zu 0 ist wichtig, da eine nicht initialisierte Variable nicht
notwendigerweise den Wert Null enthalten muss. Manche Compiler tun dies
allerdings automatisch. �

In den einzelnen Kapiteln geben wir exemplarisch Struktogramme an, so
dass man die Schritte vom numerischen Verfahren zum Algorithmus und dem
Rechenprogramm nachvollziehen kann.

0.3 Arbeiten mit der CD-ROM

Mit der CD-ROM wurde ein Medium geschaffen, um dem Leser erste Er-
fahrungen mit dem Umgang numerischer Methoden zu ermöglichen. Es soll-
te aber auch für Dozenten interessant sein, die ein flexibles Mittel suchen,
numerische Methoden sichtbar und anschaulich begreifbar zu machen. Die
elektronischen Arbeitsblätter oder Worksheets sind daher so aufgebaut, dass
jeder sie nutzen kann, ohne auf dem Gebiet der Computer-Algebra-Systeme
ein Experte sein zu müssen. Da die elektronischen Arbeitsblätter lauffähig
aufbereitet sind, können sie sofort ausgeführt werden. Wer die CD nutzt,
darf einen reibungslosen Einstieg in die Beispiele erwarten.

Systemvoraussetzungen: Um die elektronischen Arbeitsblätter der CD-
ROM benutzen zu können, müssen die folgenden Voraussetzungen erfüllt sein:

– Die Worksheets wurden für Maple 9 bzw. Maple 9.5 entwickelt. Eine
entsprechende Installation des Computer-Algebra-Systems muss vorhan-
den sein. Das Ansteuern der Maple-Worksheets erfolgt entweder über die
pdf-Version des Buches oder durch Doppelklick auf die Datei index.mws.

– Die html-Versionen der Worksheets können mit jedem üblichen Web-
Browser betrachtet werden. Eine interaktive Veränderung der Arbeitsblät-
ter ist dann allerdings nicht möglich. Zum Starten der html-Dateien öffnen
sie bitte die Datei index.html durch Doppelklick.

Bedienungserklärung:

– Die Berechnungen auf einem Arbeitsblatt können unter Maple durch
Drücken der Enter-Taste zeilenweise oder aber komplett über den Menü-
punkt Edit - Execute - Worksheet ausgelöst werden.

– Über die Bildlaufleisten kann ein beliebiger Ausschnitt ausgewählt werden.
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– Einige Plots sind als Animationen vorbereitet. Eine Animation ist eine
gespeicherte Folge von Einzelbildern. Diese können fortlaufend wie ein Film
oder einzeln betrachtet werden. Man erkennt eine Animation daran, dass
nach einem Klick auf das Bild eine neue Symbolleiste sichtbar wird. Über
diese Symbolleiste oder durch die Menüführung der rechten Maustaste kann
die Animation gestartet werden.

– Einige Plots sind dreidimensionale Darstellungen, bei denen der Blickwin-
kel verändert werden kann. Klicken sie dazu auf das Bild und halten Sie
die linke Maustaste gedrückt. Wenn sie jetzt die Maus bewegen, dreht sich
das Koordinatenkreuz.

Arbeiten mit der mws-Datei: Durch Doppelklicken der Datei index.mws
öffnet man das Maple-Inhaltsverzeichnis. Durch anschließendes Anklicken
des gewünschten Abschnitts wird das zugehörige Maple-Worksheet gestar-
tet und ist dann interaktiv bedienbar. Mit der →-Taste der oberen Taskleiste
kommt man vom Worksheet wieder zum Inhaltsverzeichnis zurück. Die ein-
zelnen Worksheets sind auch separat anwählbar.

Arbeiten mit der pdf-Version: Durch Doppelklicken der Datei buch.pdf
öffnet man den Inhalt des Buches.

– Die linke Spalte (Lesezeichen) bildet das Inhaltsverzeichnis des Buchs ab.
Man wählt das gewünschte Themengebiet aus. Dann springt der Cursor
auf die entsprechende Stelle im Buch (rechter Bildschirminhalt).

– Vom rechten Bildschirminhalt aus können die zugehörigen Maple-
Worksheets durch Anklicken des blau gekennzeichneten Links Worksheet
gestartet werden. Durch Schließen der Worksheets kommt man wieder zur
pdf-Version des Buches zurück.

– Um innerhalb des Textes zu navigieren, kann auch der Index verwendet
werden, da die angegebenen Seitenzahlen mit den Textstellen verlinkt sind,
d.h. durch Anklicken der Seitenzahl im Index springt der Cursor an die
zugehörige Textstelle.

Hinweise zum Starten der Worksheets aus dem Acrobat Reader
unter Linux: Um die Worksheets unter Linux direkt aus dem Acrobat Rea-
der aufrufen zu können, ist es unbedingt erforderlich, daß die Datei von der
Konsole aus aufgerufen wird, um zu gewährleisten, dass die Pfade richtig ge-
setzt sind. Öffnen Sie hierzu eine Konsole und wechseln Sie in das Verzeichnis,
in dem die CD gemountet ist, z. B. mit cd /media/cdrom. Öffnen Sie dann
das Dokument mit der Eingabe acroread buchlinux.pdf.
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Beim Aufruf eines Worksheets aus dem Acrobat Reader unter Linux werden
zunächst zwei Warnmeldungen ausgegeben. Zunächst warnt das Programm
davor, dass die Datei nicht unterstützt wird bzw. beschädigt ist. Diese Mel-
dung kann durch Klicken auf ”OK“ übergangen werden. Danach warnt der
Reader, dass die auszuführende Datei ein potentielles Sicherheitsrisiko dar-
stellt. Klicken Sie bei diesem Dialog auf ”Öffnen“, um die Datei auszuführen
- das Maple-Worksheet sollte nun ausgeführt werden.

Die hier verwendeten Startskripte setzen voraus, dass Maple unter Linux
mit dem Befehl xmaple von der Konsole aus aufgerufen werden kann. Die-
ser Befehl startet die neue, Java-basierte Version, die unter aktuellen Linux-
Versionen mit den Standardeinstellungen nach der Installation nicht korrekt
funktioniert. Hier gibt es zwei Möglichkeiten, Abhilfe zu schaffen:

1. Anstatt der Java-basierten Version kann die ”Classic-Worksheet-
Variante“ von Maple verwendet werden, die mit xmaple -cw gestartet
wird. Hierzu kann z.B. ein Alias gesetzt werden, der den Befehl xmaple
auf xmaple -cw umleitet:

alias xmaple="xmaple -cw"

2. Die Fehlerhafte Ausführung der Java-basierten Version von Maple un-
ter Windows liegt an einem Problem der mitgelieferten Java-Runtime-
Umgebung mit IPv6. Dieses Problem läßt sich allerdings relativ leicht
beheben. Angenommen, Maple ist in /opt/maple9.5 installiert, geht
man folgendermaßen vor:

– Umbenennen der Datei java im Verzeichnis
/opt/maple9.5/jre.IBM_INTEL_LINUX/bin in java.orig

– Erstellen einer neuen Datei mit Namen java mit folgendem Inhalt:
/opt/maple9.5/jre.IBM_INTEL_LINUX/bin/java.orig
-Djava.net.preferIPv4Stack="true" $* (in eine Zeile schreiben)

– Die neue erstellte Datei ausführbar machen:
chmod 755 java

Ersetzen Sie /opt/maple9.5 ggf. durch Ihren Installationspfad.

Eine kurze Einführung in das Computer-Algebra-System Maple findet man
z.B. in [73] oder unter der Adresse

http://www.home.hs-karlsruhe.de/∼weth0002/veranstaltungen/
details/docs/intro.zip.



1 Numerische Integration und Differenziation

Die Approximation bestimmter Integrale tritt bei der numerischen Simulati-
on von praktischen Ingenieurproblemen häufig auf. So führt die Lösung der
einfachsten Differenzialgleichungen, bei denen die rechte Seite nicht von der
gesuchten Funktion abhängt, auf die Berechnung eines bestimmten Integrals.
Dabei ist eine exakte Integration durch die Angabe einer Stammfunktion für
viele Anwendungen nicht möglich oder auch für die Berechnung zu aufwän-
dig. Die numerische Integration, welche auch numerische Quadratur
genannt wird, ist für ein Buch über die numerische Lösung von Differenzial-
gleichungen somit ein guter Startpunkt. Die Approximation von Ableitungen,
die numerische Differenziation, liefert ebenso Hilfsmittel für die numerische
Behandlung von Differenzialgleichungen.

Die einfachste Differenzialgleichung hat die Form

y ′(x ) = f (x ) . (1.1)

Mit der Vorgabe des Anfangswertes ya an einer Stelle x = a besitzt diese
Gleichung für eine stetige Funktion f = f (x ) eine eindeutige Lösung. Man
nennt

y ′(x ) = f (x ) , y(a) = ya (1.2)

das Anfangswertproblem (AWP) der Differenzialgleichung (1.1). Da die
rechte Seite f nur von x und nicht von der gesuchten Funktion y abhängt,
erhält man die Lösung an einem beliebigen Punkt x = b > a direkt durch die
Integration der Differenzialgleichung (1.1) über das Intervall [a, b]. Zunächst
ergibt sich die Integralgleichung

b∫
a

y ′(x )dx =

b∫
a

f (x )dx .

Das Integral auf der linken Seite lässt sich sofort berechnen. Da y = y(x )
eine Stammfunktion des Integranden ist, erhält man
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y(b) = y(a) +

b∫
a

f (x )dx . (1.3)

An dem beliebigen Punkt x = b kann man den Wert y(b) somit bestimmen,
indem das bestimmte Integral

Q =

b∫
a

f (x )dx (1.4)

berechnet wird. Wir setzen im Allgemeinen hier voraus, dass die Funktion
f = f (x ) in [a, b] stetig und die gesuchte Lösung des Anfangswertproblems
somit stetig differenzierbar ist.

Grafisch lässt sich das Lösen des Anfangswertproblems (1.2) im Richtungsfeld
veranschaulichen. Man zeichnet in den Punkten der (x , y)-Ebene die Steigun-
gen f (x ) an. Die Lösung erhält man durch Start bei (a, ya). Die Steigungen
f (x ) entsprechen nach (1.1) den Tangentensteigungen an die Kurve y = y(x )
(siehe Abbildung 1.1). Da die Steigungen an jeder Stelle unabhängig von y
sind, unterscheiden sich zwei Integralkurven nur durch eine additive Konstan-
te. Lösungen der Differenzialgleichung (1.1) zu verschiedenen Anfangswerten
gehen durch Parallelverschiebung auseinander hervor.

Abb. 1.1. Richtungsfeld und Lösung des Anfangswertproblems (1.2)
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Das bestimmte Integral lässt sich bekanntlich als Fläche unter der Kurve
f = f (x ) zwischen x = a und x = b deuten. Kennt man eine Stammfunktion
von f = f (x ), dann lässt sich Q nach dem Fundamentalsatz der Differenzial-
und Integralrechnung direkt berechnen. Neben den mathematischen Tabellen,
in denen für ganze Klassen von Integranden die Stammfunktionen angegeben
sind, bieten sich zur Suche einer Stammfunktion heute Computer-Algebra-
Systeme an.

Beispiel 1.1 (Exakte Integration, mit Maple-Worksheet). Wir be-
rechnen das bestimmte Integral

Q =

3∫
0

(x 3 − 2x )dx . (1.5)

In dem Worksheet ist der entsprechende Aufruf zur Berechnung des Integrals
dargestellt. Eine Stammfunktion bei diesem Polynom ist 1

4x 4 − x 2. Für den
Wert des Integrals ergibt sich somit

Q =
[
1
4
x 4 − x 2

]3
0

= 11.25 , (1.6)

welcher mit dem Wert aus dem Worksheet natürlich übereinstimmt. �

Dies ist ein sehr einfaches Beispiel. Sehr häufig existiert jedoch keine ge-
schlossene Lösung eines bestimmten Integrals. In diesem Fall muss das Inte-
gral näherungsweise berechnet werden. Es gibt weitere Gründe, wodurch eine
numerische Auswertung günstiger oder notwendig sein kann, so z.B. in den
Fällen:

– die Auswertung der Stammfunktion ist sehr rechenaufwändig,

– der Integrand liegt nur als Tabelle vor (z.B. Messwerte),

– die gewünschte Genauigkeit ist gering.

Im Folgenden werden wir uns nur noch mit der näherungsweisen Durchfüh-
rung der Integration beschäftigen.

Als Beispiel für eine Anwendung aus dem Ingenieurbereich, bei dem bestimm-
te Integrale zu lösen sind, betrachten wir die Biegung eines Balkens.

Beispiel 1.2 (Biegung eines Balkens). Der Lastfall der Balkenbiegung
ist einer der am häufigsten in der Mechanik vorkommenden Fälle (siehe z.B.
[2], [52]). Wir betrachten im Folgenden ein mathematisches Modell, dessen
Vereinfachungen auf folgenden Annahmen beruhen:
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– Der Balkenwerkstoff ist homogen und isotrop,

– alle Querschnitte des Balkens bleiben eben und senkrecht zur neutralen
Faser,

– Kraft- und Momenteneinleitungspunkte sind weit entfernt von dem zu un-
tersuchenden Bereich,

– das Kräfte-Gleichgewicht wird am unverformten Balken aufgestellt,

– die Längs- sind wesentlich größer als die Querabmessungen.

�
�
�

�
�
�

v , φ

q

L

z

BA

Abb. 1.2. Eingespannter Balken

Diese Annahmen führen auf das folgende mathematische Modell

dQ(z )
dz

= q(z ) , (1.7)

dM (z )
dz

= Q(z ) , (1.8)

dφ(z )
dz

= − M (z )
E (z )I (z )

(
1 + φ2(z )

) 3
2 , (1.9)

dv(z )
dz

= φ(z ) . (1.10)

Dabei ist z die unabhängige Variable in Längsrichtung des Balkens. Die
gesuchten Funktionen sind die Querkraft Q = Q(z ), das Biegemoment
M = M (z ), der Biegewinkel φ = φ(z ) und die Durchbiegung v = v(z ) in
z -Richtung. Bekannt sind die Kräfteverteilung q = q(z ), das Elastizitätsmo-
dul E = E (z ) und das Trägheitsmoment I = I (z ).

In den ersten beiden Gleichungen hängt die rechte Seite nur von z ab. Die
Querkraft Q erhält man durch Integration der Kräfteverteilung q . Das Bie-
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gemoment M ergibt sich dann durch Integration der Querkraft. Bei kleinen
elastischen Verformungen sind die Biegewinkel klein und φ2 kann in (1.9)
vernachlässigt werden. Es ergeben sich in diesem linearen Fall vier Diffe-
renzialgleichungen, deren rechte Seite nur von z abhängt. Sie können somit
sukzessive durch Integration gelöst werden. �

1.1 Die zwei Ideen

Zwei Ideen zur Approximation eines bestimmten Integrals

b∫
a

f (x )dx (1.11)

bieten sich an. Die erste Idee wird motiviert durch die Definition des be-
stimmten Integrals als Grenzwert der Ober- und Untersumme.

Idee 1.1 (Integral= Grenzwert einer Summe). Das Integrationsin-
tervall I = [a, b] wird in viele kleine Teilintervalle unterteilt. In jedem Teil-
intervall wird das Integral durch den Flächeninhalt eines einbeschriebenen
Rechtecks angenähert. Das Integral wird durch die Summe der Flächenin-
halte der einbeschriebenen Rechtecke angenähert.

Der Einfachheit halber wird eine äquidistante Zerlegung eingeführt:

xi = a + i h, i = 0, 1, . . . ,n, mit h =
b − a

n
. (1.12)

Die Anzahl der sogenannten Stützstellen xi mit x0 = a und xn = b ist n+1,
die Anzahl der Teilintervalle ist n. Eine Approximation des Integrals (1.11)
im obigen Sinne ist somit zum Beispiel durch

Qh = h
n−1∑
i=0

f (xi) (1.13)

gegeben.

Die geometrische Interpretation dieser Formel ist einfach: Die Fläche unter
der Kurve y = y(x ) wird angenähert durch lauter Rechtecke. Man nennt
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diese einfache Approximation die Rechteckregel. In Abbildung 1.3 sieht
man dies skizziert. Der Approximationsfehler, den man macht, entspricht der
Fläche zwischen der Kurve und den Rechtecken. Es ist augenscheinlich, dass
dieser Fehler kleiner werden sollte, wenn wir nur mehr Rechtecke, d.h. mehr
Stützstellen, einführen.
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Abb. 1.3. Rechteckregel

In Abbildung 1.4 ist das Struktogramm für diese Rechteckregel als Unter-
programm realisiert. Übergeben werden die Intervallgrenzen und die Zahl
der Teilintervalle. Die Funktion f = f (x ) ist dabei als Unterprogramm vor-
gegeben. Nach der Definition der Größen und der Zuweisung von Werten
werden in einer Schleife die Funktionswerte aufsummiert. Die Multiplikation
mit der Schrittweite erfolgt danach außerhalb der Schleife. Da die Schrittwei-
te hier konstant ist, vermeidet man dadurch Rechenoperationen und spart
Rechenzeit. Zwar wird eine solche einfache Optimierung meist von den heu-
tigen Compilern automatisch durchgeführt, es ist aber sicherlich sinnvoll, bei
der Programmierung den Aspekt der Einsparung von Rechenoperationen im
Blick zu behalten.

Beispiel 1.3 (Rechteckregel, mit Maple-Worksheet). In dem Work-
sheet wird mit 20 Stützstellen ein Näherungswert für das Integral Q in (1.5)
berechnet. Der Vergleich mit dem exakten Wert liefert den Fehler

|Q − Qh | = |11.25 − 9.725625| = 1.524375

und den relativen Fehler ∣∣∣∣Q − Qh

Q

∣∣∣∣ = 13.55% .

Erhöht man die Anzahl der Stützstellen im Worksheet von 20 auf 50, 100,
200 usw. und vergleicht die Ergebnisse, so zeigt sich, dass die Genauigkeit
der Näherung kontinuierlich anwächst. Es sind aber viele Stützstellen erfor-
derlich, um tatsächlich eine gute Genauigkeit zu erreichen. Für das Integral
(1.5) mit dem einfachen Integranden f (x ) = x 3 − 2x braucht man mehr als
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Rechteckregel

Real: a, b, h,Q , x

Real Function: f

Integer: i ,N

Übernehme (a, b,N )

i = 0

Q = 0

x = a

h =
b − a

N

Solange i < N

Q = Q + f (x )

x = x + h

i = i + 1

Q = h · Q
Gib Q zurück

Abb. 1.4. Struktogramm für Rechteckregel als Unterprogramm

280 Stützstellen, um den Fehler kleiner als 1% zu bekommen. Da man an
jeder Stützstelle die Funktion f auswerten muss, benötigt man dazu 280 mal
die Berechnung von f . �

Bei der Rechteckregel gibt es mehrere Möglichkeiten, die Rechtecke in den
Teilintervallen zu definieren. In der Formel (1.13) wird der Funktionswert am
linken Randpunkt des Teilintervalls genommen. Man könnte dies auch am
rechten Punkt nehmen. Eine einfache Modifikation unserer Formel erhöht im
Allgemeinen die Genauigkeit der Approximation. Wird die Funktion f nicht
an der linken oder rechten Grenze der Teilintervalle, sondern in der Mitte
ausgewertet, erhält man die Mittelpunktsregel

Qh = h
n−1∑
i=0

fi+ 1
2

mit fi+ 1
2

:= f
(

xi + xi+1

2

)
. (1.14)

Der Name ist daraus abgeleitet, dass die Funktion in der Mitte des Teilinter-
valls ausgewertet wird.
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Beispiel 1.4 (Mittelpunktsregel, mit Maple-Worksheet). In dem
Worksheet wird erneut das Integral

Q =

3∫
0

(x 3 − 2x ) dx

numerisch berechnet, jetzt aber mit der Mittelpunktsregel. Es zeigt sich, dass
die Mittelpunktsregel für dieses Integral einen Fehler unter 1% schon mit 10
Stützstellen liefert. Die Mittelpunktsregel liefert somit bei der gleichen Anzahl
von Stützstellen ein besseres Ergebnis als die Rechteckregel. �

Es ergibt sich hier ein deutlicher Unterschied in der Genauigkeit und Güte
der Verfahren. Darauf werden wir im nächsten Abschnitt des Kapitels noch
genauer eingehen. Zunächst betrachten wir die zweite Idee der Approximation
eines Integrals.

Idee 1.2 (Approximation des Integranden). Der Integrand f = f (x )
wird durch eine einfachere Funktion u = u(x ) approximiert, welche sich
in möglichst einfacher Weise exakt integrieren lässt, z.B. einem Polynom.

Die Idee hier besteht also darin, den komplizierten Integranden f durch eine
Funktion u zu ersetzen, die

– f im Intervall I = [a, b] möglichst gut approximiert und

– leicht zu integrieren ist.

Von der Approximation u wird verlangt, dass sie mit f an gewissen Stütz-
stellen übereinstimmt:

u(xi) = fi := f (xi) mit xi = x0, x1, . . . , xn in [a, b] . (1.15)

Die einfachsten Funktionen zur Approximation sind Polynome, die sich zu-
dem sehr einfach integrieren lassen. Insofern sind sie auch die idealen Kan-
didaten zur Definition einer näherungsweisen Integration. Ein Polynom vom
Grad n schreibt man meist in der Form

un(x ) =
n∑

i=0

cix i . (1.16)

Die Konstanten ci bestimmt man aus den Bedingungen (1.15). Eine Möglich-
keit zur praktischen Bestimmung ist, alle Punkte (xi , f (xi)) in (1.16) einzu-
setzen. Dies führt auf ein lineares Gleichungssystem für die ci . Im Anhang A
sind verschiedene andere Methoden zur Berechnung der Approximation einer
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Funktion mit Hilfe eines Polynoms ausgeführt. Die Berechnung einer Funk-
tion, welche vorgegebene Funktionswerte (1.15) annimmt, nennt man auch
Interpolation. Zur Herleitung von Integrationsformeln wird im Folgenden
die Lagrangesche Darstellung des Interpolationspolynoms genommen.

Bei der Lagrangeschen Interpolationsformel wird das Interpolationspo-
lynom in der Form

un(x ) = L0(x )f0 + L1(x )f1 + · · · + Ln(x )fn (1.17)

angesetzt, wobei

Li(x ) =
n∏

j = 0
j �= i

x − xj

xi − xj

die Lagrangeschen Stützpolynome sind. Sie genügen den Bedingungen

Li(xk ) = δik =

{
1 für i = k ,

0 sonst .
(1.18)

Wie man leicht nachrechnet, sind dann die Bedingungen (1.15) erfüllt. Inte-
grieren wir un über [a, b], erhalten wir

Qh =

b∫
a

un(x )dx = f0

b∫
a

L0(x )dx + · · · + fn

b∫
a

Ln(x )dx . (1.19)

Die Polynome Li lassen sich einfach integrieren, so dass sich die Quadratur-
formel zu

Qh = a0f0 + a1f1 + · · · + an fn =
n∑

i=0

ai fi (1.20)

mit den Koeffizienten

ai =

b∫
a

Li(x )dx (1.21)

ergibt. Man bezeichnet (1.20) als gewichtete Mittelwertformel mit den
Stützkoordinaten fi und den Gewichten ai .

Der Ansatz (1.17), (1.18) wird wie schon erwähnt als die Lagrangesche Dar-
stellung eines Interpolationspolynoms bezeichnet. Im Anhang A ist eine kurze
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Übersicht über die Approximation und die Interpolation enthalten. Bei der
Interpolation bezeichnet man mit n gerne den Grad des Polynoms, wie es
auch im Anhang ausgeführt ist. Dies entspricht bei der numerischen Integra-
tion der Anzahl der Intervalle, n + 1 ist dann die Anzahl der Stützstellen.
Die einfachsten Beispiele werden wir uns im Folgenden anschauen und die
zugehörige Quadraturformel ausführlich herleiten.

Beispiel 1.5 (Mittelwertsformeln). Im Falle n = 0 ist das Interpolati-
onspolynom eine Konstante. Zur Festlegung dieser Konstanten wird im Inter-
vall [a, b] eine Stützstelle und ein dazugehöriger Stützwert vorgegeben. Diese
triviale Interpolation führt somit gerade auf die Approximation des Integrals
durch den Flächeninhalt eines Rechtecks, also die Rechteckregel.

Im Falle n = 1 sind die Stützstellen

xi = a + ih , i = 0, 1

gegeben durch
x0 = a, x1 = b .

Das Interpolationspolynom ist somit eine Gerade, welche in der Lagrange-
schen Darstellung

u(x ) = − 1
h

(x − b) f0 +
1
h

(x − a) f1

mit
L0(x ) = − 1

h
(x − b) , L1(x ) =

1
h

(x − a)

lautet. Nach (1.19) benötigt man zur Aufstellung der Mittelwertsformel die
Integrale der Stützpolynome:

b∫
a

L0(x ) dx = − 1
h

b∫
a

(x − b) dx = − 1
h
[1
2
x 2 − bx

]b
a

=
b − a

2
,

b∫
a

L1(x ) dx =
1
h

b∫
a

(x − a) dx =
1
h
[1
2
x 2 − ax

]b
a

=
b − a

2

und erhält damit die gewichtete Mittelwertformel für n = 1 zu

Qh =
b − a

2
(f0 + f1) . (1.22)

Sie wird auch Sehnentrapezregel genannt, weil das Integral durch die Flä-
che des Trapezes approximiert wird, welches unter der Sehne durch die Punk-
te (a, f (a)) und (b, f (b)) liegt (siehe Abbildung 1.5). �
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Abb. 1.5. Sehnentrapezregel

Im Falle n = 2 werden drei Stützstellen in das Intervall [a, b] eingeführt und
die Polynome Li haben den Grad 2. Man würde dann erwarten, dass die
Approximation besser in dem Sinne wird, dass der Fehler

R := Q − Qh

betragsmäßig kleiner ist. Wir werden uns im nächsten Kapitel einer Kon-
struktionsmethode zuwenden, die auch Information über diesen Fehler und
somit auch ein Maß der Güte der Approximation liefert.

1.2 Der Taylor-Abgleich

Mit Hilfe der Lagrange-Interpolation erzeugt man Polynome beliebiger Ord-
nung unter Vorgabe von Werten an den entsprechenden Stützstellen. Wir
erwarten, dass sich die Genauigkeit der Integrationsformeln für Polynome
höherer Ordnung verbessert. Es müssen dann aber auch mehr Stützstellen
vorgegeben und der Integrand an diesen Stützstellen ausgewertet werden. Die
Genauigkeit der Mittelwertsformeln werden wir in diesem Abschnitt unter-
suchen. Zur Illustration greifen wir den Fall n = 2 auf. Zur kürzeren Schreib-

−h 0 h

f(x)

weise setzen wir x0 = −h, x1 = 0, x2 = h. Der sogenannte Taylor-Abgleich
läuft in den folgenden fünf Schritten ab:
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Schritt 1: Die Funktion f = f (x ) wird in eine Taylor-Reihe um x = 0 ent-
wickelt:

f (x ) = f (0) + x f ′(0) +
x 2

2!
f ′′(0) + · · · + xn

n!
f (n)(0) + . . . , (1.23)

wobei ausreichende Differenzierbarkeitseigenschaften der Funktion f voraus-
gesetzt werden.

Schritt 2: Mit Hilfe der Taylor-Reihe (1.23) lässt sich der exakte Wert des
Integrals in der Form einer Reihe berechnen:

Q =

h∫
−h

f (x )dx = 2h f1+ (
h2

2
− h2

2
)︸ ︷︷ ︸ f ′1 +

2h3

6
f ′′1 +

2h5

5 · 4!
f (4)
1 + . . . (1.24)

= 0

mit f (i)
1 := f (i)(x1) = f (i)(0) für alle i . Die Integration der Reihe wurde hier

elementweise ausgeführt. Alle Terme mit ungeraden Ableitungen fallen dabei
wie der oben gekennzeichnete zweite Term auf der rechten Seite heraus.

Schritt 3: Die Funktionswerte an den Stützstellen werden nach der Taylor-
Formel (1.23) um den Punkt x = 0 entwickelt:

f0 = f (−h) = f1 − hf ′1 + h2

2 f ′′1 − h3

6 f ′′′1 + h4

24 f (4) ± . . . ,

f1 = f (0) = f1 ,

f2 = f (h) = f1 + hf ′1 + h2

2 f ′′1 + h3

6 f ′′′1 + h4

24 f (4) + . . . .

Schritt 4: Die Mittelwertformel für n = 2 lautet allgemein

Qh = a0f0 + a1f1 + a2f2 . (1.25)

Durch Einsetzen der fi aus dem dritten Schritt ergibt sich

Qh = a0f1 − a0hf ′1 + a0
h2

2
f ′′1 ± · · · + a1f1 + a2f1 + ha2f ′1 +

h2

2
a2f ′′1 + . . .

= (a0 + a1 + a2)f1 + (a2 − a0)hf ′1 + (a2 + a0)
h2

2
f ′′1 + (a2 − a0)

h3

6
f ′′′1 + . . .

Schritt 5: Es wird verlangt, dass die Taylor-Entwicklung der Näherung Qh

mit der des exakten Wertes Q an möglichst vielen der führenden Glieder
übereinstimmt. Da wir drei Koeffizienten haben, können wir nur die Erfüllung
von drei Gleichungen fordern.
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Der Koeffizientenvergleich mit (1.24) liefert:

a2 +a1 +a0 = 2h ,
a2 −a0 = 0 ,
a2 +a0 = 2h

3 .

Die Lösung dieses Gleichungssystems ist

a0 = a2 =
h
3

, a1 =
4h
3

,

und die gesuchte Integrationsformel für n = 2 lautet somit

Qh =
h
3
(f0 + 4f1 + f2) . (1.26)

Sie ist unter dem Namen Simpson-Formel bekannt.

Es zeigt sich, dass der nächste Koeffizientenvergleich auf die Gleichung

a2 − a0 = h/3

führt, welche automatisch erfüllt ist. Für den Fehler Q − Qh ergibt sich

Q − Qh = −h5

90
f (4)
i − h7

1890
f (6)
i − . . .

oder nach dem Zwischenwertsatz der Differenzialrechnung

R := Q − Qh = −h5

90
f (4)(ξ) (1.27)

mit einer Zwischenstelle ξ ∈ (−h, h). R wird üblicherweise Restglied ge-
nannt. Bei dieser Ableitung muss natürlich vorausgesetzt werden, dass der
Integrand f mindestens viermal stetig differenzierbar ist.

Beispiel 1.6 (Simpson-Regel, mitMaple-Worksheet). Greifen wir als
Beispiel das Integral (1.5) vom letzten Abschnitt auf:

Q =

3∫
0

(x 3 − 2x ) dx .

Mit den Stützstellen x0 = 0, x1 = 1.5, x2 = 3 ergibt sich nach der Simpson-
Regel
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Qh =
1.5
3

(0 + 4 · (−0.75) + 21) = 11.25

und stimmt genau mit dem exakten Wert überein. Ist dies Zufall? Natürlich
nicht! Ein Blick auf das Restglied in Gleichung (1.27) zeigt, dass dort die
vierte Ableitung des Integranden steht. Diese ist bei dem Polynom dritten
Grades Null und somit liefert die Näherungsformel den exakten Wert. �

Wie in Beispiel 1.6 diskutiert, liefert die Simpson-Regel für jedes Polynom
vom Grade kleiner oder gleich drei den exakten Wert. Dies kann man als ein
Maß der Güte der Quadraturformel festhalten:

Die Simpson-Regel integriert Polynome bis Grad 3 exakt. Man sagt: Sie
hat den Exaktheitsgrad 3.

Wie hier im Fall n = 2 kann man den Taylor-Abgleich für andere Werte
von n ausführen. Für n = 1 ergibt sich entsprechend die Sehnentrapezre-
gel. Diese Quadraturformel integriert Polynome bis zum Grad 1 exakt. Der
Exaktheitsgrad der Sehnentrapezregel ist somit 1.

Die Tabelle 1.1 enthält unter der Rubrik abgeschlossene Newton-Cotes-
Formeln solche Quadraturformeln für k = 2, 3, 4 und 5 Stützstellen bzw.
n = 1, 2, 3, 4 Streifen (Intervalle) der Breite h. Weiter sind der Exaktheits-
grad (E), der Namen, unter dem sie in der Literatur bekannt sind, und der
Betrag des Restglieds aufgeführt. Abgeschlossen heißen sie, weil die äuße-
ren Stützstellen mit den Intervallgrenzen zusammenfallen: x0 = a, xn = b;
ihre Streifenzahl ist demnach n und die Streifenbreite h = (b − a)/n, siehe
Abbildung 1.6. Das zu Grunde liegende Interpolationspolynom hat den Grad
n.

a=x

f 0 f f1 2

x b=x

h h

0 1 2

Abb. 1.6. Abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln

Offene Newton-Cotes-Formeln entstehen, wenn die Intervallgrenzen
nicht als Stützstellen benutzt werden: Bleiben wir bei der alten Bezeichnung,
dann ist die erste Stützstelle x1 = a +h und die letzte xn−1 = b−h. Für diese
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Integrationsformel ist die Anzahl der Streifen n mit der Breite h = (b−a)/n,
aber die Anzahl der Stützstellen beträgt k = n−1. Diese Situation ist in Ab-
bildung 1.7 skizziert.

x
h h h

1 x2a
h

bx3

f f 21 f 3

Abb. 1.7. Offene Newton-Cotes-Formeln

Bei der dritten Formelgruppe, den MacLaurin-Formeln, liegen die Stütz-
stellen in der Mitte der Streifen, so dass die Anzahl der Streifen n mit
der Breite h = (b − a)/n gleich der Anzahl der verwendeten Stützstellen
x1/2 = a +h/2, ..., xn−1/2 = b−h/2 ist. Dies ist in Abbildung 1.8 dargestellt.
Dabei haben wir die alte Bezeichnung wieder beibehalten. Die Teilintervalle

x
h h h

b=x31 x2

f 1/2 f 3/2 f 5/2

a

Abb. 1.8. MacLaurin-Formeln

sind durch [xi−1, xi ] für i = 1, ... , n gegeben.

Zum Exaktheitsgrad all dieser Formeln lässt sich feststellen:

Eine Newton-Cotes-Formel mit k äquidistanten Stützstellen hat
• den Exaktheitsgrad k , falls k ungerade
• den Exaktheitsgrad k − 1, falls k gerade ist,
das heißt, Polynome bis zum k -ten bzw. (k − 1)-ten Grad werden exakt
integriert; für Polynome höheren Grades und anderen Funktionen ist das
Restglied ein Maß für den Fehler.

Bemerkung: In praktischen Rechnungen zeigt es sich, dass Newton-Cotes-
Formeln mit Polynomen hohen Grades zur Instabilität neigen. Ab Polynom-
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Familie E k n I =
R b

a
f (x ) dx Name |R|

Abgeschlossene 1 2 1 I = h
2
(f0 + f1)

′Sehnentrapez ′ 1
12

h3f ′′(ξ)
Newton-Cotes- 3 3 2 I = h

3
(f0 + 4f1 + f2)

′Simpson ′ 1
90

h5f (4)(ξ)

Formeln 3 4 3 I = 3h
8

(f0 + 3f1 + 3f2 + f3)
′3/8′ 3

80
h5f (4)(ξ)

5 5 4 I = 2h
45

(7f0 + 32f1 + 12f2 + 32f3 + 7f4)
′Milne ′ 8

945
h7f (6)(ξ)

Offene 1 1 2 I = 2hf1
′Rechteck ′ 1

3
h3f ′′(ξ)

Newton-Cotes- 1 2 3 I = 3h
2

(f1 + f2)
3
4
h3f ′′(ξ)

Formeln 3 3 4 I = 4h
3

(2f1 − f2 + 2f3)
14
45

h5f (4)(ξ)

3 4 5 I = 5h
24

(11f1 + f2 + f3 + 11f4)
95
144

h5f (4)(ξ)

MacLaurin- 1 1 1 I = hf1/2
1
24

h3f ′′(ξ)
Formeln 1 2 2 I = h(f1/2 + f3/2)

1
12

h3f ′′(ξ)
3 3 3 I = 3h

8
(3f1/2 + 2f3/2 + 3f5/2)

21
640

h5f (4)(ξ)

3 4 4 I = h
12

(13f1/2 + 11f3/2 + 11f5/2 + 13f7/2)
103
1440

h5f (4)(ξ)

Tabelle 1.1. Quadraturformeln für k äquidistante Stützstellen mit n-Streifen und
Exaktheitsgrad E

grad ≥ 8 treten negative Gewichte auf. Die zugehörigen Integrationsformeln
sind zur numerischen Integration nicht mehr geeignet.

1.3 Summierte Mittelwertformeln

Wir haben gesehen, dass die erste Idee - das Integral durch eine einfache
Summe, z.B. der Rechteckregel, zu ersetzen - im Allgemeinen keine gute Nä-
herung liefert. Die Erhöhung der Zahl der Stützstellen, um die Näherung zu
verbessern, kostet viele Funktionsauswertungen und damit viel Rechenzeit.
Die zweite Idee ist ebenso nicht ideal. Wenn die Genauigkeit erhöht wer-
den soll, dann müssen Polynome immer höheren Grades zur Approximation
des Integranden benutzt werden. Da die Polynome hohen Grades auf äquidi-
stanten Gittern zu Oszillationen neigen, sind die zugehörigen Newton-Cotes-
Formeln für praktische Berechnungen nicht mehr geeignet. Beide Wege sind
somit ungünstig. Die Kombination beider Ideen liefert aber brauchbare
Verfahren.

Wir zerlegen dazu das gesamte Integral in eine Summe von Teilintegralen

b∫
a

=

α1∫
a

+

α2∫
α1

+ · · · +
b∫

αk
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und integrieren die Teilintegrale mit einer Newton-Cotes-Formel. Man nennt
diese Formeln dann summierte oder zusammengesetzte Mittelwertfor-
meln.

Beispiel 1.7 (Summierte Simpson-Formel). Als Beispiel nehmen wir
eine Zerlegung des Integrationsintervalls in drei Teilgebiete [a, α1], [α1, α2]
und [α2, b] und die Simpson-Formel zur Approximation innerhalb dieser Teil-
gebiete. Für die einfache Simpson-Formel benötigt man zwei Streifen und
drei Stützstellen. Die Gesamtanzahl der Streifen bei der Aufspaltung in drei
Teilintegrale ist somit 3 ·2 = 6 und die Anzahl der Stützstellen beträgt 7. Ein
Diagramm für die aufsummierte Simpson-Regel ist in Abbildung 1.9 gezeich-
net. Die Simpson-Formeln für die verschiedenen Teilgebiete schreiben wir im
Folgenden untereinander und summieren sie auf:

QhI = h
3 (f0+ 4f1+ f2)

+ QhII = h
3 ( f2+ 4f3+ f4)

+ QhIII = h
3 ( f4+ 4f5+ f6)

Qh = h
3 (f0+ 4f1+ 2f2+ 4f3+ 2f4+ 4f5+ f6) .

Die Gewichte an den Stützstellen, welche mit dem Rand der Teilgebiete zu-
sammenfallen, addieren sich. �

Allgemein ergibt sich die zusammengesetzte Simpson-Formel zu

Qh =
h
3

(f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + · · · + fn) . (1.28)

In Abbildung 1.9 ist diese aufsummierte Formel dargestellt. Jedes Teilintervall
besteht aus zwei Streifen und drei Stützstellen. Dabei gehören die Stützstellen
am Rand der Teilintervalle auch zu dem Nachbarintervall. Die Gesamtanzahl
der Stützstellen der aufsummierten Simpson-Regel ist somit Streifenzahl mal
Anzahl der Teilintervalle plus Eins.

Durch Aufsummieren der Sehnentrapezregel erhalten wir die zusammenge-
setzte Sehnentrapezregel:

Qh = h
(

1
2
f0 + f1 + f2 + · · · + fn−1 +

1
2
fn

)
. (1.29)
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Abb. 1.9. Aufsummierte Simpson-Regel

In Abbildung 1.10 ist diese aufsummierte Formel dargestellt. Die Gesamtan-
zahl der Stützstellen der aufsummierten Sehnentrapezformel ist somit Anzahl
der Teilintervalle plus Eins.

Abb. 1.10. Aufsummierte Sehnentrapezregel

Der Exaktheitsgrad bleibt bei der Summierung erhalten. Für die über s Teil-
gebiete aufsummierte Simpson-Regel erhalten wir zum Beispiel

R = Q − Qh =
s∑

j=1

1
90

h5f (4)(ξj ) , (1.30)

wobei die ξj die Zwischenstellen in den einzelnen Teilgebieten bezeichnen.
Wir können den Betrag dieses Ausdrucks nach oben abschätzen, wenn wir
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zum Maximalwert der vierten Ableitung in [a, b] übergehen und erhalten

|Q − Qh | ≤ 1
90

h5 s maxξ∈[a,b]

∣∣f (4)(ξ)
∣∣

=
1
90

h5 n
2

maxξ∈[a,b]

∣∣f (4)(ξ)
∣∣

=
b − a
180

h4 maxξ∈[a,b]

∣∣f (4)(ξ)
∣∣ .

(1.31)

Hier nutzten wir aus, dass die Simpson-Formel zwei Streifen benutzt. Die
Gesamtanzahl n von Streifen ist somit gerade 2s. Der Wert n wird dann
durch (b − a)/h ersetzt, wobei sich die Schrittweite herauskürzt und sich die
Potenz von h um 1 erniedrigt.

Diese Fehlerabschätzung (1.31) enthält nur noch die Schrittweite h als Dis-
kretisierungsparameter und kann nun folgendermaßen interpretiert werden:
Wird die Anzahl der Teilgebiete erhöht, das heißt die Anzahl der Stützstellen
erhöht oder die Schrittweite verkleinert, dann geht der Fehler mit der vierten
Potenz der Schrittweite gegen Null. Dies kann man dann als ein Qualitätsmaß
für die aufsummierte Simpson-Formel interpretieren.

Man definiert ganz allgemein:

Ein numerisches Integrationsverfahren hat die Konsistenz- oder
Genauigkeitsordnung k, falls

|Q − Qh | = O(hk ) für n → ∞ (1.32)

bei hinreichend glatten Integranden gilt.

Bemerkungen:

1. Die aufsummierte Simpson-Formel hat somit die Genauigkeitsordnung 4,
ebenso die 3/8-Regel. Aus der Tabelle 1.1 erhält man weiter die Genau-
igkeitsordnung der aufsummierten Trapezregel zu 2, die der Milne-Regel
zu 6.

2. Die Rechteckregel mit der Auswertung des Integranden links oder rechts
des Teilintervalls kann als aufsummierte Formel interpretiert werden. Sie
besitzt die Genauigkeit 1.

3. Die Mittelpunktsregel ist die einfachste aufsummierte MacLaurin-Formel
und besitzt die Genauigkeitsordnung 2.
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Klar ist, dass je größer die Genauigkeitsordnung k eines Verfahrens ist, desto
schneller wird der Fehler kleiner, wenn h gegen Null strebt. Um den Fehler für
ein vorgegebenes h vor der Rechnung zu bestimmen, müssten wir das Rest-
glied nach der Formel (1.31) bestimmen. Das Abschätzen der Ableitungen
hoher Ordnung wird im Allgemeinen sehr aufwändig und damit für die Pra-
xis nicht geeignet sein. Die Genauigkeitsordnung sagt für ein bestimmtes h
nicht, wie groß der Fehler ist, sondern dass bei Verkleinerung der Schrittweite
die Ergebnisse proportional zu hk besser werden. Man kann also annehmen,
dass ein Verfahren mit hoher Ordnung bei Erhöhung der Anzahl der Stütz-
stellen sehr schnell gute Ergebnisse liefert.

Beispiel 1.8 (Aufsummierte Sehnentrapezformel, mit Maple-
Worksheet). Zur Berechnung des Integrals (1.5) wird im Folgenden die
aufsummierte Sehnentrapezregel ausgeführt. Es ergibt sich für den relativen
Fehler bei Rechnung mit verschiedenen Schrittweiten das folgende Bild:

Anzahl der Stützstellen Wert relativer Fehler

10 11.50 2.22
20 11.31 0.50
40 11.26 0.12

Die Genauigkeitsordnung 2 sagt aus, dass der Fehler für kleine Schrittweiten
wie h2 klein werden sollte. Wenn wir auf die obige Tabelle schauen, dann
zeigt es sich, dass bei einer Verdopplung der Anzahl der Stützstellen, d.h.
einer Halbierung der Schrittweite, der Fehler etwa um den Faktor 4 kleiner
wird. Wenn wir diese Ergebnisse mit denen für die Rechteckregel in Beispiel
1.3 vergleichen, dann sehen wir, dass die Genauigkeit der Näherung bei der
Trapezregel für die gleiche Anzahl von Stützstellen deutlich besser ist. Al-
lerdings liefert für dieses Beispiel die Mittelpunktsregel bei 10 Stützstellen
einen Fehler von 0.90. Aufsummierte Sehnentrapez- und Mittelpunktsregel
sind beides Verfahren mit der Konsistenzordnung 2. Der Vorfaktor vor dem
h2 ist problemabhängig, so dass für verschiedene Probleme und Schrittwei-
ten sich bei Verfahren mit gleicher Ordnung durchaus unterschiedliche Fehler
ergeben. �

Beispiel 1.9 (Vergleich von Verfahren unterschiedlicher Ordnung,
mit Maple-Worksheet). In dem Worksheet wird die Rechteckregel mit der
Trapezregel und der Simpson-Regel verglichen. Wir gehen zu einem anderen
bestimmten Integral über, da das Polynom 3. Grades von der Simpson-Formel
und damit auch von der aufsummierten Simpson-Formel exakt gelöst wird.
Das Integral, welches berechnet wird, lautet
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Q =

2∫
1

1
x
dx =

[
ln x
]2
1

= 0.693147 .

Dabei wird in den Rechnungen mit allen drei Verfahren die Anzahl der Stütz-
stellen sukzessive um den Faktor 10 erhöht. Es ergeben sich die folgenden
Ergebnisse:

Fehler

Stützstellen Rechteckregel Sehnentrapezregel Simpson-Regel

10 0.256 · 10−1 0.624 · 10−3 0.305 · 10−5

100 0.251 · 10−2 0.625 · 10−5 0.311 · 10−9

1000 0.250 · 10−3 0.625 · 10−7 0.100 · 10−11

10000 0.250 · 10−4 0.625 · 10−9 0.100 · 10−11

100000 0.250 · 10−5 0.600 · 10−11 0.100 · 10−11

Man erkennt in dieser Tabelle sehr gut, dass der Fehler der Rechteckregel
proportional h, der Fehler der Sehnentrapezregel proportional h2 und der
Fehler der Simpson-Regel proportional h4 ist, wie es die Genauigkeitsordnung
der Verfahren aussagt. Bei der hinteren Spalte ist dies allerdings nur bis
zu einer gewissen Anzahl von Stützstellen, dann bleibt der Fehler auf dem
Wert 0.1 ·10−12 stehen. Dies liegt an der eingestellten Rechengenauigkeit. Im
Worksheet steht in der zweiten Zeile die Angabe Digits:=12. Dies bedeutet,
dass die Rechnung mit 12-stelligen Zahlen ausgeführt wird. Die Genauigkeit,
welche wir durch Verfeinerung der Schrittweiten hier erhalten, ist durch diese
Rechengenauigkeit beschränkt. In diesem Worksheet kann man zum Test die
Genauigkeit erhöhen. Rechnet man mit zusätzlichen Stellen, dann verbessert
sich die Genauigkeit der Simpson-Regel wieder. Man sollte etwas vorsichtig
sein, da die Rechenzeit kräftig in die Höhe geht.

Für praktische Rechnungen mit einem Programm, welches in einer Program-
miersprache erstellt wurde und nicht im Rahmen eines Computer-Algebra-
Systems abläuft, hat man diesen Effekt auf Grund von Rundungsfehler schon
früher. Es wird hier im Allgemeinen sogar so sein, dass bei Verkleinerung
der Schrittweite der Fehler anwächst. Im Rahmen von Maple wird exakt
gerechnet und dann erst zum Schluss gerundet, so dass die Rundungsfehler
hier keine Rolle spielen. �

1.4 Die Gaußschen Integrationsformeln

Bei den Newton-Cotes-Formeln wurden die Stützstellen äquidistant verteilt
und dann die Gewichte ai so bestimmt, dass eine möglichst hohe Genauig-
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keitsordnung erzielt wird. Dies führt auf eine Mittelwertsformel in der folgen-
den Form:

Qh =
n∑

i=0

ai f (xi), xi = a + ih, i = 0, 1, . . . ,n .

Es stellt sich die Frage, ob die Stützstellen nicht besser gewählt werden kön-
nen. Die Antwort lautet: Ja, die zugehörigen Quadraturformeln sind die so-
genannten Gauß-Formeln.

Der Ansatz bei der Gauß-Quadratur ist die allgemeine Mittelwertsformel

Qh =
n∑

i=0

ai f (xi) . (1.33)

Die Aufgabe ist: Bestimme sowohl ai als auch xi so, dass die Integrations-
formel für ein gegebenes n optimal ist. Der Taylor-Abgleich als Weg, eine
möglichst hohe Fehlerordnung zu erhalten, wird für nicht-äquidistante Stütz-
stellen sehr aufwändig. Wir werden deshalb im Folgenden den Exaktheitsgrad
als Kriterium nehmen.

Es wird gefordert, dass die Integrationsformel (1.33) Polynome

pk (x ) =
k∑

j=0

cj x j

bis zu einem möglichst großen Grad k exakt integriert:

Qh =
n∑

i=0

ai fi =

b∫
a

k∑
j=0

cj x jdx = Q . (1.34)

Der Näherungswert, wie er in (1.33) berechnet ist, muss mit dem Integral des
Polynoms übereinstimmen. Die Lage der Stützstellen hängt natürlich vom
Intervall [a, b] ab. Wir setzen hier a = −1 und b = 1. Beliebige Intervalle
können dann durch eine Transformation auf [−1, 1] abgebildet werden. Darauf
werden wir anschließend zurückkommen.

Nützt man in Gleichung (1.34) aus, dass die Funktion f ein Polynom ist und
somit fi = pk (xi) gilt, dann ergibt sich

n∑
i=0

ai

k∑
j=0

cj x
j
i =

k∑
j=0

cj

1∫
−1

x jdx .

Integration des Polynoms und Umordnen liefern weiter
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k∑
j=0

cj
n∑

i=0

aix
j
i =

k∑
j=0

cj

[
x j+1

j + 1

]1
−1

. (1.35)

Wir fordern, dass diese Integrationsformel für alle Polynome bis zum Grad k
exakt ist.

Es wird nun ein Koeffizientenvergleich durchgeführt, indem die Koeffizienten
vor den Monomen x k gleichgesetzt werden. Dann zerlegt sich (1.35) in die
Gleichungen

n∑
i=0

aix
j
i =

[
x j+1

j + 1

]1
−1

für j = 0, 1, . . . , k (1.36)

oder als Gleichungssystem ausgeschrieben

j = 0 :
n∑

i=0

ai =
[
x
]1
−1

,

j = 1 :
n∑

i=0

aixi =
[
x 2

2

]1
−1

,

j = 2 :
n∑

i=0

aix 2
i =

[
x 3

3

]1
−1

,

...

j = k :
n∑

i=0

aix k
i =

[
x k+1

k + 1

]1
−1

.

Die obigen Gleichungen bilden ein nichtlineares Gleichungssystem, welches
nur für den Fall n = 1 und n = 2 geschlossen lösbar ist, wenn gewisse
Symmetrieeigenschaften angenommen werden.

Zunächst der Fall n = 1: Wir gehen von einem symmetrischen Aufbau der
Formel aus: a0 = a1 =: a, x1 = −x0. Dann ergibt sich aus den ersten drei
Gleichungen

j = 0 : a + a = 2 ⇒ a = 1 ,

j = 1 : x0 + x1 = 0 ⇒ automatisch erfüllt ,

j = 2 : x 2
0 + x 2

1 =
2
3

⇒ 2x 2
1 =

2
3

.

Damit ergeben sich die Stützstellen im Intervall [−1, 1] zu

x0 = − 1√
3
, x1 =

1√
3
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und die Gaußsche Integrationsformel für n = 1 zu

Q1 = f
(
− 1√

3

)
+ f
(

1√
3

)
. (1.37)

Im Gegensatz zur Trapezregel, bei der ebenso zwei Stützstellen benutzt wer-
den, integriert die Gauß-Formel nicht nur lineare Polynome, sondern auch
kubische Polynome exakt.

Fall n = 2: Wählen wir wiederum einen symmetrischen Aufbau mit x2 =
−x0, x1 = 0, a2 = a0, ergeben sich die Gleichungen

j = 0 : a0 + a1 + a0 = 2 ⇒ 2a0 + a1 = 2 ,

j = 1 : a0x0 + a1x1 − a0x0 = 0 � automatisch erfüllt ,

j = 2 : a0x 2
0 + a1x 2

1 + a0x 2
0 =

2
3

⇒ 2a0x 2
0 =

2
3

,

j = 3 : a0x 3
0 + a1x 3

1 − a0x 3
0 = 0 � automatisch erfüllt ,

j = 4 : a0x 4
0 + a1x 4

1 + a0x 4
0 =

2
5

⇒ 2a0x 4
0 =

2
5

,

j = 5 : a0x 5
0 + a1x 5

1 − a0x 5
0 = 0 � automatisch erfüllt .

Dividiert man die dritte Gleichung (j = 4) durch die zweite Gleichung (j = 2),
ergibt sich in der rechten Spalte im obigen Schema die Gleichung

2a0x 4
0

2a0x 2
0

=
2
5
· 3
2

und daraus x 2
0 =

3
5

.

Mit Hilfe der anderen Gleichungen ergibt sich weiter a0 = 5
9 und a1 = 8

9 .

Die Gaußsche Integrationsformel für n = 2 lautet somit

Q2 =
1
9

(
5f (−

√
3
5
) + 8f (0) + 5f (

√
3
5
)
)

. (1.38)

Nicht mehr erfüllt ist die Gleichung für j = 6. Die Formel besitzt somit
den Exaktheitsgrad 5, da für das Restglied R ∼ f (6)(ξ) gilt. Dagegen ist
die Simpson-Regel, für welche man ebenso 3 Stützstellen verwendet, von
3. Ordnung genau. Durch die geschickte Wahl der Stützstellen wurde Ge-
nauigkeit gewonnen.



1.4 Die Gaußschen Integrationsformeln 41

n xi ai |R|
0 0. 2. 1

3
f ′′(ξ)

1 ±1/
√

3 1. 1
135

f (4)(ξ)

2 0.,±p
3/5 8

9
, 5

9
1

15750
f (6)(ξ)

3 ±0.86113631,±0.33998104 0.34785485, 0.65214515 1
3472875

f (8)(ξ)

4 0.,±0.90617985,±0.53846931 128
225

, 0.23692689, 0.47862867 1
1237732650

f (10)(ξ)

Tabelle 1.2. Quadraturformeln nach Gauß

Für mehr Stützstellen, d.h. n ≥ 3, kann das nichtlineare Gleichungssystem
(1.36) nicht mehr exakt gelöst werden. Es zeigt sich, dass die n Stützstel-
len der Gauß-Formel gerade die Nullstellen des n-ten Legendre-Polynoms
sind. Die Legendre-Polynome sind Kugelfunktionen und bilden ein Ortho-
gonalsystem. Ihre Nullstellen sind reell und liegen im Intervall [−1, 1]. Sie
sind für n > 2 nur numerisch berechenbar. Die Gauß-Punkte sind bis n = 4
im Worksheet Gauß berechnet und in Tabelle 1.2 zusammen mit den zuge-
hörigen Gewichten und dem Restglied aufgelistet. Die Gewichte ai müssen
symmetrisch vervollständigt werden.

Mit den Gauß-Formeln können wir bislang nur Integrale mit den Grenzen −1
und 1 lösen. Da sich jedes Intervall auf [−1, 1] transformieren lässt, kann dies
verallgemeinert werden. Die gesuchte Transformationsvorschrift

T : [a, b] → [−1, 1]
x → z = T (x )

lautet

z =
2

b − a
x − b + a

b − a
,

woraus sich die Umkehrtransformation zu

x =
b − a

2
z +

b + a
2

berechnet. Mit

dx =
b − a

2
dz und g(z ) = f (

b − a
2

z +
b + a

2
)

ergibt sich für das Integral die Formel

b∫
a

f (x )dx =

1∫
−1

f (
b − a

2
z +

b + a
2

)
b − a

2
dz =

b − a
2

1∫
−1

g(z )dz .

(1.39)
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Wie bei den Newton-Cotes-Formeln wird man die Gaußsche Quadratur im
Allgemeinen nicht auf das gesamte Intervall anwenden, sondern das Integral
zunächst in Teilintervalle zerlegen. Nach der Formel (1.39) muss die Gauß-
Quadratur in jedem Teilbereich ausgeführt werden. Die Näherungswerte der
Integrale in den Teilbereichen werden dann entsprechend aufsummiert.

1.5 Adaptivität und Fehlerextrapolation

Wie schon im letzten Abschnitt diskutiert, kann man mit der Abschätzung des
Restglieds Fehlerschranken für eine benutzte Formel erhalten. Dazu müssen
aber Ableitungen hoher Ordnung berechnet und abgeschätzt werden. Dies
ist oft sehr aufwändig. Ist die Abschätzung schlecht, dann nützt die ganze
Rechnung wenig. Die Ordnung des Verfahrens sagt etwas über die Güte des
Verfahrens aus, wenn h klein wird, aber nichts über die Größe des Fehlers für
ein endliches h. Wenn wir Aussagen über den aktuellen Fehler wollen, sind
diese Fehlerabschätzungen somit eher von dem Typ ”für die Praxis nutzlos“.

Das Dilemma mit den Fehlerabschätzungen ist sogar noch größer, da in der
Praxis oft Situationen auftreten, in denen eine gewisse Genauigkeit der Er-
gebnisse gefordert wird, z.B. die Anforderung, dass der Fehler < 0.1% ist.
Der Fehler sollte somit eigentlich der Steuerparameter des Verfahrens sein.
Es stellt sich die wichtige Frage: Wie bekommt man eine Aussage über den
aktuellen Fehler und wie beurteilt man das Ergebnis einer Näherungsformel?
Neben der Erzeugung von Näherungswerten ist die Beurteilung der Ergeb-
nisse eine sehr wichtige Aufgabe in der numerischen Simulation.

Beispiel 1.10 (Aufsummierte Simpson-Formel, mit Maple-Work-
sheet). Wir berechnen das Integral

π
4∫

0

cos(2x ) sin3(2x ) dx (1.40)

mit der aufsummierten Simpson-Formel für 21 und 41 Stützstellen und ver-
gleichen die Ergebnisse miteinander. Es ergibt sich

Q21 = 0.12500042 ,

Q41 = 0.12500003 .

Wie groß könnte der Fehler sein? Es sieht beim Vergleich der beiden Ergeb-
nisse so aus, als ob die ersten sechs Stellen gesichert sind. Bei einer weiteren
Erhöhung der Anzahl der Stützstellen lässt sich dies bestätigen. �
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Dieses Beispiel zeigt: Wenn man die Ergebnisse für verschiedene Schrittwei-
ten vergleicht, bekommt man vielleicht einen Hinweis auf den Fehler. Stim-
men die Ergebnisse bei Schrittweitenverfeinerung auf sechs Stellen überein,
so weist dies darauf hin, dass das Ergebnis in diesen sechs Stellen genau sein
sollte. Schauen wir uns dieses Vorgehen noch genauer an und gehen dazu
folgendermaßen vor:

Schritt 1: Berechnung mit der Schrittweite h1. Der Fehler für eine Newton-
Cotes-Formel mit der Genauigkeitsordnung k hat die Form

R1 := Q − Q1 = c hk
1 f (k)(ξ1) =: α(ξ1)hk

1

mit einer Konstanten c.

Schritt 2: Berechnung mit der Schrittweite h2. Jetzt lautet der Fehler

R2 := Q − Q2 = α(ξ2)hk
2 .

Nehmen wir an, dass α(ξ1) ≈ α(ξ2) gilt, und nennen diesen Term α, dann
erhalten wir für die Differenz

R1 − R2 = Q2 − Q1 = α
(
hk
1 − hk

2

)
.

Diese Gleichung können wir nach α auflösen:

α =
Q2 − Q1

hk
1 − hk

2

. (1.41)

Damit haben wir den unbekannten exakten Wert Q des Integrals eliminiert.
Oben eingesetzt erhalten wir die Fehlerabschätzungen

R1 ≈ α hk
1 , R2 ≈ α hk

2 . (1.42)

Zusätzlich kann man auch eine Fehlerkorrektur ausführen

Q∗
2 = Q2 − R2 =

(h1
h2

)kQ2 − Q1

(h1
h2

)k − 1
(1.43)

und erhält einen verbesserten Näherungswert Q∗
2 .



44 1 Numerische Integration und Differenziation

Man nennt dieses Vorgehen Fehler- oder Richardson-Extrapolation.
Wir können uns die Bezeichnung ”Extrapolation“ folgendermaßen deutlich
machen. Wir berechnen Näherungswerte Q(h1) und Q(h2) und berech-
nen danach ein Interpolationspolynom durch die Stützpaare h1,Q(h1) und
h2,Q(h2). Dieses Interpolationspolynom wird dann ausgewertet an der Stelle
h = 0. Geometrisch sieht dieser Sachverhalt in einem (h,Q)-Schaubild fol-
gendermaßen aus: Den exakten Wert erhält man für h → 0, also verbinden

Abb. 1.11. Fehlerextrapolation

wir die Punkte (h1,Q1) und (h2,Q2) mit einem Interpolationspolynom der
Form a + bhp , wobei p die Ordnung des Verfahrens ist. Berechnet man den
Wert dieses Polynoms bei h = 0, so erhält man gerade (1.43) mit p = n.
Extrapolation nennt man dies, da der Punkt h = 0, an dem man das Inter-
polationspolynom auswertet, außerhalb des Intervalls der Stützstellen [h2, h1]
liegt.

Diese Fehlerextrapolation wird sehr effizient, wenn das zugrunde liegende
Verfahren eine quadratische asymptotische Fehlerentwicklung der Form

Q(h) = Q + c1h2 + c2h4 + · · · + cmh2m + O(h2m+2)

besitzt. Durch eine Fehlerkorrektur kann die Ordnung des Verfahrens gleich
um zwei erhöht werden. Die ganze Prozedur wird mehrmals hintereinander
angewandt und so Schritt für Schritt die Genauigkeit erhöht.

Im 1. Schritt wird mit den Näherungswerten für p = 2 eine Näherung der
Ordnung 4 erzeugt. Die Formel für p = 4 führt zu einem Wert der Ordnung
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6. Diese sukzessive Anwendung des Extrapolationsprinzips auf die aufsum-
mierte Trapezregel heißt Romberg-Verfahren. Das Romberg-Schema ist in
Tabelle 1.3 dargestellt und verläuft in drei Schritten.

Schrittw . (2.O) (4.O) (6.O) (8.O) (10.O)

h1 T11

↘
h2 = 1

2
h1 T21 → T22

↘ ↘
h3 = 1

2
h2 T31 → T32 → T33

↘ ↘ ↘
h4 = 1

2
h3 T41 → T42 → T43 → T44

↘ ↘ ↘ ↘
h5 = 1

2
h4 T51 → T52 → T53 → T54 → T55

Tabelle 1.3. Romberg-Verfahren

Schritt 1: Man berechnet das gegebene Problem mehrmals mit den sukzes-
siv halbierten Schrittweiten nach der aufsummierten Sehnentrapezregel. Die
Ergebnisse stellen die erste Spalte des Romberg-Schemas dar. Ti,1 ist der
Wert der aufsummierten Trapezregel zur Schrittweite hi .

Schritt 2: Aus je zwei Näherungswerten Ti−1,1 und Ti,1 der ersten Spalte
berechnet man nun, wie dies durch die Pfeile angedeutet ist, einen verbesser-
ten Wert entsprechend der Formel

Ti,2 = Ti,1 +
Ti,1 − Ti−1,1(

hi−1
hi

)2

− 1
= Ti,1 +

1
3
· (Ti,1 − Ti−1,1) .

Da der Term α2h2 eliminiert wurde, sind sie jeweils von 4. Ordnung genau.

Schritt 3: Aufbauend auf Ti,2 werden in gleicher Weise Näherungen

Ti,3 = Ti,2 +
Ti,2 − Ti−1,2

(hi−1
hi

)4 − 1
= Ti,2 +

1
15

(Ti,2 − Ti−1,2)

berechnet, die von 6.Ordnung sind.
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Allgemein gilt

Ti,j = Ti,j−1 +
Ti,j−1 − Ti−1,j−1(

hi−1
hi

)2(j−1)

− 1
, (1.44)

wobei 2j die Konsistenzordnung der entsprechenden Spalte bezeichnet.

Beispiel 1.11 (Romberg-Verfahren, mit Maple-Worksheet). Dieses
Worksheet berechnet das Integral (1.40) mit dem Romberg-Verfahren. Dabei
wird die Anzahl der Spalten bzw. die Ordnung des Verfahrens vorgegeben. Bei
einer vorgegebenen Ordnung von 14 wird das exakte Ergebnis auf 9 Stellen
genau berechnet. Das Schema aus Tabelle 1.3 wird in dem Worksheet exem-
plarisch berechnet und ausgegeben. In Abbildung 1.12 ist der Algorithmus
als Struktogramm dargestellt. �

Bemerkungen:

1. Möchte man im Programm nicht die Ordnung vorgeben, sondern die ge-
wünschte Genauigkeit, dann wird man folgendermaßen vorgehen: Man
beginnt mit T1,1, T2,1. Hier kann man schon prüfen, ob soviel Stellen
übereinstimmen, wie die vorgegebene Genauigkeit dies erfordert. Falls ja,
ist man fertig. Da es kaum Rechenaufwand kostet, wird man T2,2 berech-
nen und als Ergebnis nehmen. Falls nein, wird im Romberg-Schema die
Zeile mit h3 hinzugenommen. Dann vergleicht man T2,2 und T3,2. Ist die
gewünschte Genauigkeit nicht erreicht, kommt eine neue Zeile dazu bis

|Tj ,J − Tj+1,J | < ε,

so dass Tj+1,j+1 als Näherungswert akzeptiert wird. Das Verfahren sucht
sich so bei vorgegebener Genauigkeit die Ordnung selbst.

2. Wenn man zu feineren Unterteilungen übergeht, steigt der Rechenauf-
wand des Romberg-Verfahrens relativ stark an, wie die Zusammenstel-
lung der Stützordinaten zeigt:

Schrittw. a b Funktionsberechnungen
h1 ∗ ∗ 2 (2.O)
h2 ∗ ∗ ∗ +1 = 3 (4.O)
h3 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ +2 = 5 (6.O)
h4 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ +4 = 9 (8.O)
h5 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ +8 = 17 (10. O)
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Romberg

Real: a, b, q , h

Real Function: f

Real Feld (0..NN , 0..NN ): T

Integer: i ,n,m,N , p

Übernehme (a, b,N )

T1,1 = (b − a)
f (a) + f (b)

2

n = 2

Solange n ≤ N

h =
b − a

2n−1

q = 0

i = 1

Solange i ≤ 2n−1 − 1

q = q + f (a + ih)

i = i + 2

Tn,1 =
Tn−1,1

2
+ hq

p = 4

m = 1

Solange m ≤ n

Tn,m = Tn,m−1 +
Tn,m−1 − Tn−1,m−1

p − 1

p = 4p

m = m + 1

n = n + 1

Gib TN ,N zurück.

Abb. 1.12. Das Romberg-Verfahren mit vorgegebener Ordnung N . Dabei muss im
aufrufenden Programm sichergestellt werden, dass N nicht größer ist als NN .
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Wählt man für die hi statt der Romberg-Folge

1,
1
2
,
1
4
,
1
8
,

1
16

,
1
32

. . . entspricht hi =
h0

2i
,

die von Bulirsch angegebene:

1,
1
2
,
1
3
,
1
4
,
1
6
,
1
8

. . . entspricht hi =
h0

νi
,

wobei i ∈ {2k − 1, 2k} , k ∈ 1, 2, 3 . . . und νi = 2 · 2k−1 falls i = 2k − 1,

νi = 3 · 2k−1 falls i = 2k ,

so vermindert sich der Aufwand für die Funktionsberechnungen, wenn
man zu größeren i kommt:

Schrittw. a b Funktionsberechnungen
h1 ∗ ∗ 2 (2.O)
h2 ∗ ∗ ∗ +1 = 3 (4.O)
h3 ∗ ∗ ∗ ∗ +2 = 5 (6.O)
h4 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ +2 = 7 (8.O)
h5 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ +2 = 9 (10.O)

Zu beachten ist, dass die Teiler (hi−1/hi)n+1 − 1 für die Bulirsch-Folge
von denen der Romberg-Folge abweichen. Die Bulirsch-Folge lässt sich als
Romberg-Folge mit zusätzlich zwischengeschalteten Gliedern darstellen:

�1 · 12−→ �1
2

· 12−→ �1
4

· 12−→ �1
8 · · ·

· 23 ↓ · 23 ↓ · 23 ↓

�1
3

· 12−→ �1
6

· 12−→ �1
12 · · ·

Vorsicht: Wir setzen hier wieder voraus, dass der Integrand genügend oft
stetig differenzierbar ist. Ist dies nicht der Fall, dann lässt sich die entspre-
chende Ordnung nicht erreichen.

1.6 Numerische Differenziation

Im Gegensatz zur Integration ist die Differenziation ein konstruktiver Vor-
gang. Ist die Funktion explizit gegeben, dann wird man die Differenziation
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exakt entweder per Hand oder mit Hilfe eines Computer-Algebra-Systems
ausführen. Ist die Funktion nur an Hand einer Wertetabelle gegeben, dann
ist eine numerische Differenziation notwendig: Die Werte werden interpoliert
und das Interpolationspolynom wird entsprechend differenziert. Aber auch
bei der numerischen Lösung von gewöhnlichen als auch partiellen Differenzi-
algleichungen mit Hilfe von Differenzenverfahren benötigt man entsprechen-
de Approximationen. Die Idee bei den Differenzenverfahren besteht darin,
dass man die kontinuierlichen Ableitungen einer Differenzialgleichung durch
Näherungsausdrücke ersetzt. In diesem Abschnitt über die numerische Diffe-
renziation werden wir solche Näherungsformeln diskutieren.

Um die Ableitung einer Funktion f an der Stelle x0 auf einem Rechner nu-
merisch zu berechnen, geht man auf die Definition der Ableitung über den
Differenzialquotienten zurück:

f ′(x0) = lim
h→0

f (x0 + h) − f (x0)
h

.

Die Ableitung bedeutet geometrisch die Steigung der Tangente im Punkte
f (x0). Die Tangentensteigung erhält man, indem man die Sekante durch die
Funktionswerte an den Stellen x0 und x0 + h aufstellt, die Sekantensteigung

f (x0 + h) − f (x0)
(x0 + h) − x0

bestimmt und den Grenzübergang h → 0 berechnet.

Abb. 1.13. Sekantensteigung

Der Grenzübergang h → 0 kann numerisch nicht durchgeführt werden, da
hier Differenzen aus sehr kleinen Zahlen auftreten, die miteinander dividiert
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werden und somit Rundungsfehler stark anwachsen. Daher nähert man nu-
merisch die Ableitung einer stetig differenzierbaren Funktion f = f (x ) im
Punkte x0 durch die Sekantensteigung

D+f (x0) =
f (x0 + h) − f (x0)

h

mit h > 0 an. Dies ist eine einseitige oder die rechtsseitige Differenzen-
formel. Man beachte, dass im Gegensatz zu einer analytischen Rechnung
numerisch nicht die Ableitung einer Funktion, sondern nur der Wert der Ab-
leitung in einem speziell vorgegebenen Punkt x0 berechnet wird!

Diese einseitige Differenzenformel hat die folgenden Eigenschaften:

1. Für h → 0 geht der numerische Wert gegen den Wert der exakten Ablei-
tung im Punkt x = x0, wenn Rundungsfehler vernachlässigt werden.

2. Polynome vom Grade n = 1 (d.h. Geraden) werden exakt differenziert.

Ganz analog kann man auch die linksseitige Differenzenformel

D−f (x0) =
f (x0) − f (x0 − h)

h

mit h > 0 definieren.

Eine genauere Differenzenformel erhält man, wenn man den Mittelwert der
rechtsseitigen und linksseitigen Differenzenformel nimmt:

Df (x0) =
1
2
(D+f (x0) + D−f (x0))

⇒ Df (x ) =
1
2

f (x0 + h) − f (x0 − h)
h

. (1.45)

Man nennt diese Formel die zentrale Differenzenformel.

Mit dieser zentralen Differenzenformel werden Polynome bis zum Grad 2
exakt differenziert, wie wir im Folgenden nachrechnen werden. Dazu gehen
wir von einem beliebigen Polynom 2. Grades, f (x ) = a+b x +c x 2, aus. Dann
gilt

Df (x ) =
1
2h

[a + b(x + h) + c(x + h)2 − a − b(x − h) − c(x − h)2]

=
1
2h

[2 b h + 4 c x h] = b + 2 c x = f ′(x ) .
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Abb. 1.14. Zentrale Differenzenformel

Beispiel 1.12 (Mit Maple-Worksheet). Gesucht ist die Ableitung der
Funktion

f (x ) = sin x · ln x an der Stelle x0 =
1
2

.

Die exakte Ableitung dieser Funktion lautet

f ′(x ) = cos x · ln x +
sin x
x

und damit f ′(x0) = 0.3505571 .

In Tabelle 1.4 sind für unterschiedliche Schrittweiten h die Fehler der nume-
rischen Differenziation betragsmäßig aufgelistet. In der zweiten Spalte steht

Fehler für
einseitige Formel

Fehler für
zentrale Differenzen

h = 10−1 8.8 · 10−2 8.6 · 10−3

h = 10−2 9.5 · 10−3 8.5 · 10−5

h = 10−3 9.6 · 10−4 8.5 · 10−7

h = 10−4 9.6 · 10−5 8.5 · 10−9

∼ h ∼ h2

Tabelle 1.4. Verfahrensfehler

die Abweichung der exakten Ableitung zum Wert der einseitigen und in der
dritten Spalte zum Wert der zentralen Differenzenformel. �

Man entnimmt Tabelle 1.4 das Fehlerverhalten der beiden Verfahren: Der
Fehler bei der einseitigen Differenzenformel ist proportional zu h, während
der Fehler bei der zentralen Differenzenformel proportional zu h2 ist. Die-
ses Verhalten spiegelt die Ordnung des Verfahrens wider. Die einseitige Dif-
ferenzenformel ist von 1. Ordnung und die zentrale Differenzenformel von
2. Ordnung genau. Wir werden darauf gleich zurückkommen.
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Bemerkung: Die Differenzenformel für die erste Ableitung einer Funktion
kann man systematischer gewinnen, indem man durch die Punkte (x0, f0),
(x1, f1), (x2, f2) das Interpolationspolynom vom Grade 2, p2(x ), bestimmt,
dieses Polynom anschließend ableitet und an der gesuchten Zwischenstelle
auswertet. Wir führen diese Vorgehensweise für die Ableitung an der Stel-
le x = x1 durch. Es ist hier günstig, die Darstellung des Interpolations-
polynoms nach Newton zu benutzen, welche im Anhang A ausführlich
beschrieben ist. Der Ansatz in dieser Darstellung lautet

p2(x ) = a0 + a1 (x − x0) + a2 (x − x0) (x − x1)

p′
2(x ) = a1 + a2 (x − x1) + a2 (x − x0)

⇒ p′
2(x1) = a1 + a2 (x1 − x0) .

Die Koeffizienten a0, a1 und a2 des Interpolationspolynoms werden durch die
Stützpaare bestimmt. Nach dem Schema der dividierten Differenzen ergeben
sie sich aus der folgenden Tabelle:

x0 f0
↘

x1 f1 → f1−f0
x1−x0↘ ↘

x2 f2 → f2−f1
x2−x1

→
(

f2−f1
x2−x1

− f1−f0
x1−x0

)/
(x2 − x0)

und lauten

a0 = f0, a1 =
f1 − f0
x1 − x0

,

a2 =
(x1 − x0) (f2 − f1) − (x2 − x1) (f1 − f0)

(x2 − x0) (x2 − x1) (x1 − x0)
.

Setzen wir diese Koeffizienten in p′
2 (x1) ein, ist

p′
2(x1) =

f1 − f0
x1 − x0

+
(x1 − x0) (f2 − f1) − (x2 − x1) (f1 − f0)

(x2 − x0) (x2 − x1)
.

Speziell für eine äquidistante Unterteilung h = (x1 − x0) = (x2 − x1) ergibt
sich

p′
2(x1) =

f1 − f0
h

+
h (f2 − f1) − h (f1 − f0)

2 h h
=

f2 − f0
2 h

.

Dies ist wieder die zentrale Differenzenformel.

Genauere Formeln erhält man, indem das Interpolationspolynom durch mehr
als drei Punkte gelegt, abgeleitet und an der gesuchten Stelle ausgewertet
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wird. Die Genauigkeit der so bestimmten Differenzenformeln berechnet man
mit dem Taylor-Abgleich, ganz ähnlich wie bei der Herleitung der Newton-
Cotes-Formeln im Rahmen der numerischen Integration. Wir führen diese
Methode für den zentralen Differenzenquotienten bei einer äquidistanten Un-
terteilung exemplarisch vor.

Berechnung der Ordnung der Differenzenformeln: Sei f = f (x ) eine
4-mal stetig differenzierbare Funktion, dann gilt nach dem Taylorschen Satz

f (x ) = f (x0) + f ′(x0) (x − x0) +
1
2!

f ′′(x0) (x − x0)2

+
1
3!

f ′′′(x0) (x − x0)3 + R3(x ) .

Wir setzen diesen Ausdruck in die zentrale Differenzenformel ein. Dazu be-
stimmen wir f (x0 + h) und f (x0 − h):

f (x0 + h) = f (x0) + f ′(x0) h +
1
2!

f ′′(x0) h2 +
1
3!

f ′′′(x0) h3 + R3(h) ,

f (x0 − h) = f (x0) − f ′(x0) h +
1
2!

f ′′(x0) h2 − 1
3!

f ′′′(x0) h3 + R3(−h) .

Als Differenz erhalten wir

f (x0 + h) − f (x0 − h) = 2 h f ′(x0) +
1
3

f ′′′(x0) h3 + R3(h) − R3(−h)

und somit den zentralen Differenzenquotient als

1
2 h

(f (x0 + h) − f (x0 − h)) = f ′(x0) + O(h2) . (1.46)

Auf der linken Seite steht der zentrale Differenzenquotient und auf der rech-
ten Seite die Ableitung der Funktion plus einem Term O(h2) der proportio-
nal zu h2 ist. Bis auf diesen Term O(h2) stimmen Ableitung und zentraler
Differenzenquotient überein. Man nennt den Exponenten die Ordnung der
Differenzenformel. Dies spiegelt genau unsere experimentelle Beobachtung
aus Tabelle 1.4 wider, dass der zentrale Differenzenquotient von der Ordnung
2 ist.

Obige Aussagen gelten allerdings nur, wenn man die Rundungsfehler ver-
nachlässigt. Denn setzen wir Tabelle 1.4 für kleinere h-Werte fort, so erhält
man für eine Rechengenauigkeit von 10 Stellen das in Tabelle 1.5 dargestellte
Verhalten. Man erkennt, dass obwohl h sich verkleinert, der Fehler ab einem
gewissen h wieder ansteigt. Obwohl der Verfahrensfehler (= Diskretisierungs-
fehler) gegen Null geht, steigt der Gesamtfehler an. Es gilt
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h
Fehler für

einseitige Formel
Fehler für

zentrale Differenzen

10−1 8.8 · 10−2 8.6 · 10−3

10−2 9.5 · 10−3 8.5 · 10−5

10−3 9.6 · 10−4 8.5 · 10−7

10−4 9.6 · 10−5 8.5 · 10−9

10−5 9.6 · 10−6 1.4 · 10−8

10−6 1.1 · 10−6 3.0 · 10−8

10−7 2.9 · 10−6 7.1 · 10−7

10−8 7.5 · 10−6 1.5 · 10−5

10−9 5.0 · 10−4 5.3 · 10−5

10−10 4.1 · 10−3 1.8 · 10−3

10−11 1.3 · 10−2 9.4 · 10−3

10−12 1.0 · 10−1 1.2 · 10−1

Tabelle 1.5. Gesamtfehler

Gesamtfehler = Verfahrensfehler + Rundungsfehler.

Der Einfluss der Rundungsfehler wurde in Abschnitt 0.1 und bei der nume-
rischen Integration schon diskutiert. Der Verfahrens- oder Diskretisierungs-
fehler ist der Fehler, den man durch die numerische Approximation erhält:
Die Ableitung oder Tangentensteigung wird durch die Sekantensteigung mit
h > 0 ersetzt. Der Rundungsfehler beruht auf der Tatsache, dass bei einer nu-
merischen Rechnung die Zahlen nur näherungsweise dargestellt werden und
mit endlicher Genauigkeit gerechnet wird. Der Diskretisierungsfehler geht für
h → 0 gegen Null, der Rundungsfehler wächst für kleine h wie 1

h , so dass
der Gesamtfehler für sehr kleine h durch den Rundungsfehler bestimmt ist.
Diesen Sachverhalt zeigte schon die Abbildung 0.1 im Kapitel 0.1 bei der
Diskussion der unterschiedlichen Fehler.

Differenzenformeln für Ableitungen höherer Ordnung erhält man
analog zu den Betrachtungen für die erste Ableitung. Das Interpolations-
polynom muss entsprechend oft abgeleitet werden. Die Ordnung des Poly-
noms muss natürlich mindestens der Ordnung der Ableitung entsprechen.
Das Maple-Worksheet DiffFormeln bestimmt zu vorgegebenen Punkten
(t1, s1), (t2, s2), . . . , (tk , sk ) Diskretisierungsformeln für die n-te Ableitung.
Zur sinnvollen Anwendung der Prozedur sollte k > n gewählt werden! Die
Prozedur legt zunächst durch die Punkte das Interpolationspolynom und lei-
tet dieses n-mal ab. Anschließend wird dieses Polynom an der spezifizierten
Stelle ti , (1 ≤ i ≤ k) ausgewertet.
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Bemerkungen:

1. Allgemeine Diskretisierungsformeln für die zweite Ableitung mit höherer
Ordnung sowie bei nicht-äquidistanter Unterteilung erhält man, indem
durch vorgegebene Punkte s(t1), s(t2), . . ., s(tn) das Interpolationspoly-
nom gelegt, dieses zweimal differenziert und anschließend die auszuwer-
tende Stelle eingesetzt wird (→ analoges Vorgehen wie bei den Differen-
zenformeln für die erste Ableitung).

2. Der Verfahrensfehler wird wie im Falle der ersten Ableitung durch Taylor-
Abgleich berechnet. Dies ist in der Prozedur DiffFormelnOrdnung rea-
lisiert (siehe auch das zugehörige Worksheet).

In der Tabelle 1.6 sind Differenzenformeln für die erste bis vierte Ableitung
einer Funktion an der Stelle xi sowie das Restglied bei einer äquidistanten,
symmetrischen Anordnung der Stützstellen angegeben. Die oberste Zeile
spezifiziert die Indizes k . Dabei kann k kann von i − 3 bis i + 3 laufen. Dar-
unter stehen im ersten Abschnitt der Tabelle Differenzenquotienten für die
1. Ableitung, vor der Klammer steht der Vorfaktor, dann kommen die Koef-
fizienten der Werte an den Stützstellen xk , hinter der Klammer symbolisch
der Wert yk an der entsprechenden Stützstelle. In der Spalte ganz rechts ist
der Fehlerterm angegeben. Der erste so dargestellte Differenzenquotient ist
der zentrale Differenzenquotient 2. Ordnung, darunter die zentralen Differen-
zenquotienten 4. und 6.Ordnung. Es ist klar, dass für die höhere Ordnung
immer mehr Stützstellen mit einbezogen werden müssen. In dem nächsten
Abschnitt sind dann die Differenzenquotienten für die 2. Ableitung mit der
Genauigkeitsordnung 2, 4 und 6 und danach die 3. und 4. Ableitung mit den
Genauigkeitsordnungen 2 und 4 angegeben.

Bei einer unsymmetrischen Auswahl der Stützstellen ergeben sich die Dif-
ferenzenformeln in Tabelle 1.7. Die Tabelle ist wie bei den symmetrischen
Formeln aufgebaut. Es sind hier die rechtsseitigen Differenzenquotienten aus-
gewählt. Die linksseitigen erhält man durch Spiegelung bei k = i und Ver-
tauschen der Vorzeichen.

1.7 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Die Wahl einer Näherungsmethode zur Berechnung eines bestimmten Inte-
grals hängt von verschiedenen Faktoren ab. Die Glattheit des Integranden
ist zunächst ein Kriterium. Ist die zu integrierende Funktion nur ein- oder
zweimal stetig differenzierbar, dann macht ein Verfahren hoher Ordnung kei-
nen Sinn. Höhere Ordnung bedeutet in diesem Fall nicht gleichzeitig höhe-
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k = i − 3 − 2 − 1 0 + 1 + 2 + 3 R

y ′
i = 1

2h
( − 1 + 1 ) ∗yk − h2

6
y ′′′

= 1
12h

( + 1 − 8 + 8 − 1 ) + h4

30
y(5)

= 1
60h

( − 1 + 9 − 45 + 45 − 9 + 1) − h6

140
y(7)

y ′′
i = 1

h2 ( + 1 − 2 + 1 ) ∗yk − h2

12
y(4)

= 1
12h2 ( − 1 + 16 − 30 + 16 − 1 ) + h4

90
y(6)

= 1
180h2 ( + 2 − 27 + 270 − 490 + 270 − 27 + 2) − h6

560
y(8)

y ′′′
i = 1

2h3 ( − 1 + 2 − 2 + 1 ) ∗yk − h2

4
y(5)

= 1
8h3 ( + 1 − 8 + 13 − 13 + 8 − 1) + 7h4

120
y(7)

y
(4)
i = 1

h4 ( + 1 − 4 + 6 − 4 + 1 ) ∗yk − h2

6
y(6)

= 1
6h4 ( − 1 + 12 − 39 + 56 − 39 + 12 − 1) + 7h4

240
y(7)

Tabelle 1.6. Symmetrische Differenzenformeln

k = i − 2 − 1 0 + 1 + 2 + 3 + 4 R

y ′
i = 1

h
( − 1 + 1 ) ∗yk − h

2
y ′′

= 1
2h

( − 3 + 4 − 1 ) + h2

3
y ′′′

= 1
12h

( − 3 − 10 + 18 − 6 + 1 ) − h4

20
y(5)

= 1
60h

( + 2 − 24 − 35 + 80 − 30 + 8 − 1) + h6

105
y(7)

y ′′
i = 1

h2 ( + 2 − 5 + 4 − 1 ) ∗yk + 11h2

12
y(4)

= 1
12h2 ( + 11 − 20 + 6 + 4 − 1 ) + h3

12
y(5)

= 1
180h2 ( − 13 + 228 − 420 + 200 + 15 − 12 + 2) − h5

90
y(7)

y ′′′
i = 1

2h3 ( − 3 + 10 − 12 + 6 − 1 ) ∗yk + h2

4
y(5)

= 1
8h3 ( − 1 − 8 + 35 − 48 + 29 − 8 + 1) − h4

15
y(7)

Tabelle 1.7. Unsymmetrische Differenzenformeln
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re Genauigkeit. Der nächste Parameter ist die Anzahl der Stützstellen. Bei
Integranden, welche sich stark ändern, z.B. oszillierende Funktionen, ist es
wichtig, genügend Stützstellen in das Integrationsintervall einzuführen. An
den folgenden Richtlinien kann man sich orientieren.

Die aufsummierten Newton-Cotes-Formeln werden auf einem äquidistanten
Gitter angewandt. Sie sind sehr einfach zu programmieren, allerdings erfüllen
sie auch nur geringe Genauigkeitsansprüche. Simpson- oder 3/8-Regel sind für
die Praxis sehr gut geeignet. Bei den Newton-Cotes-Formeln höherer Ordnung
können verstärkt Rundungsfehler anwachsen, es treten Instabilitäten auf, so
dass sie für praktische Rechnungen nicht mehr zu gebrauchen sind.

Bei der Gauß-Quadratur bekommt man etwa die doppelte Ordnung bei der
gleichen Zahl von Funktionsauswertungen. Allerdings erfordert die Berech-
nung der Stützstellen und der Gewichte einen nicht zu vernachlässigenden
Aufwand. Ist die Funktionsauswertung sehr Rechenzeit aufwändig, dann wird
die Gauß-Quadratur Vorteile haben. Ein Spezialfall der Gauß-Integration sind
die sogenannten Tschebyscheffschen Formeln, die wir in unseren Ausführun-
gen nicht vorgestellt haben. Der Ansatz ist hier, dass die Gewichte konstant
gehalten, aber die Stützstellen optimal gewählt werden. Durch die gleichen
Gewichte sind die Tschebyscheffschen Formeln bezüglich Rundungsfehler sehr
unempfindlich.

Für glatte, nicht zu stark oszillierende Funktionen ist die Romberg-
Integration sehr gut geeignet. Das Romberg-Verfahren ist ein effektives und
stabiles adaptives Verfahren. Eine Überprüfung, ob der Integrand auf den
Teilintervallen genügend glatt ist, sollte mit dem Romberg-Verfahren gekop-
pelt werden. Der Ansatz der Adaptivität wird auch mit anderen Integrations-
verfahren gekoppelt. Eine optimale Steuerung des Verfahrens wird so ausse-
hen, dass in den Bereichen, in denen sich der Integrand stark ändert, automa-
tisch sehr kleine Teilintervalle gewählt werden. Zur Minimierung der Anzahl
der Stützstellen kann man in den Teilintervallen genaue Gauß-Formeln be-
nutzen.

Die numerische Integration ist in vielen Büchern über numerische Methoden
ausführlicher beschrieben. Wir verweisen hier auf die Bücher von Stoer [58],
Deuflhard [15] und Schwarz [55]. Ein Standardwerk zur numerischen Integra-
tion ist das Buch von P. Davis und P. Rabinowitz [12]. Wir haben uns hier
auf die Integration und Differenziation von Funktionen einer reellen Variablen
beschränkt. Die Erweiterung auf Mehrfachintegrale wird in der oben angege-
benen Literatur diskutiert. Es gibt eine ganze Reihe von Rechenprogrammen
in den großen Software-Bibliotheken IMSL [68] und NAG [45]. Matlab und
Computer-Algebra-Systeme wie Maple stellen hier ebenso Rechenprogram-
me zur Verfügung. Das Hauptanwendungsgebiet der verschiedenen abgeleite-
ten Differenzenformeln im Abschnitt über die numerische Differenziation ist
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die numerische Lösung von Differenzialgleichungen mit Hilfe der Differenzen-
verfahren. Bei der Lösung von gewöhnlichen und partiellen Differenzialglei-
chungen werden wir darauf ausführlich eingehen.

1.8 Beispiele und Aufgaben

Aufgabe 1.1. Lösen sie mit der aufsummierten 3/8 Regel das Integral

3∫
0

(
e2x + sin(2x )3

)
dx .

Schreiben sie für die Programmentwicklung zuerst ein Struktogramm. Wäh-
len sie die Anzahl der Stützstellen so aus, dass der Fehler weniger als 0.001,
1.0 · 10−5, 7.0 · 10−6 beträgt.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 1.2. Lösen sie das Integral von Aufgabe 1.1 mit der aufsummierten
Simpson-Regel und gehen sie wie dort vor. Wählen sie die Stützstellen jetzt
so aus, dass der Fehler weniger als 0.01, 1.0 · 10−3, 1.0 · 10−5 beträgt.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 1.3. Lösen sie das Integral von Aufgabe 1.1 mit der aufsummierten
MacLaurin-Regel vom Grad n = 3 und gehen sie wie dort vor. Wählen sie die
Stützstellen jetzt so aus, dass der Fehler weniger als 0.01, 1.0 ·10−3, 1.0 ·10−5

beträgt.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 1.4. Erstellen sie mit Hilfe der Prozedur DiffFormeln eine Dis-
kretisierungsformel für die dritte Ableitung (n = 3) bei äquidistanter Unter-
teilung des Intervalls t1, t2, t3, t4, t5 an der Stelle t2 (i = 2).

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 1.5. Bestimmen sie die Ordnung obiger Differenzenformel mit der
Prozedur DiffFormelnOrdnung . �



2 Anfangswertprobleme gewöhnlicher
Differenzialgleichungen

Bei der mathematischen Modellierung von ingenieur- oder naturwissenschaft-
lichen Problemen treten oft Differenzialgleichungen auf. Überall dort, wo die
gesuchte Größe und deren Änderung in das mathematische Modell einge-
hen, wird sich eine solche ergeben. Ist der Anfangszustand bekannt und die
Differenzialgleichung beschreibt die zeitliche oder räumliche Änderung des
Vorgangs, so liegt ein sogenanntes Anfangswertproblem vor. In diesem Ka-
pitel betrachten wir Probleme, welche nur von einer Variablen, Zeit- oder
Raumvariable, abhängen, also Anfangswertprobleme für gewöhnliche Diffe-
renzialgleichungen.

Ein Anfangswertproblem für eine gewöhnliche Differenzialgleichung
(AWP) schreibt man in der Form

y ′(x ) = f
(
x , y(x )

)
, y(x0) = y0 . (2.1)

Da sehr wenige Anfangswertprobleme exakt lösbar sind, müssen für prakti-
sche Probleme meist numerische Verfahren eingesetzt werden. Der einfache
Fall, wenn die rechte Seite f nur von x abhängt, führt durch Integration
auf die Berechnung eines bestimmten Integrals, welches sich mit den Metho-
den aus Kapitel 1 numerisch lösen lässt. Im Folgenden werden wir von dem
allgemeinen Fall ausgehen, bei dem f = f (x , y), also auch von der Lösung
y = y(x ) abhängt.

Oft treten in den Anwendungen Systeme von Differenzialgleichun-
gen auf. Der Vorgang wird durch mehrere Zustandsgrößen bestimmt. Be-
steht das System aus m Gleichungen, so werden m unbekannte Funktionen
y1, y2, . . . , ym gesucht, welche die Differenzialgleichungen

y ′
i(x ) = fi(x , y1(x ), y2(x ), . . . , ym(x )) , yi(x0) = yi0 , (2.2)

für i = 1, 2, . . . ,m erfüllen. Führt man die vektorwertigen Funktionen
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y =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1

y2

...
ym

⎞⎟⎟⎟⎠ , f(x ,y) =

⎛⎜⎜⎜⎝
f1(x , y1, . . . , ym)
f2(x , y1, . . . , ym)

...
fm(x , y1, . . . , ym)

⎞⎟⎟⎟⎠
ein, dann kann man das Anfangswertproblem für das System (2.2) formal
in der Form (2.1) schreiben. Die skalaren Funktionen y und f (x , y) werden
durch die Vektorfunktionen y und f(x ,y) in (2.1) ersetzt. Alle folgenden Her-
leitungen von numerischen Verfahren werden wir für eine einzelne Gleichung
(2.1) ausführen. Eine Erweiterung auf Systeme ist direkt über die oben ange-
gebene Vektorformulierung möglich. An Hand von einzelnen Beispielen wird
dies im Abschnitt 2.7 aufgegriffen. Differenzialgleichungen höherer Ordnung
lassen sich auf Systeme erster Ordnung zurückführen. Auch dies werden wir
in diesem Abschnitt kurz behandeln.

Im Folgenden setzen wir immer voraus, dass eine eindeutige, stetig differen-
zierbare Lösung des Anfangswertproblems existiert. Ein zentraler Satz zur
globalen Existenz und Eindeutigkeit ist der Satz von Picard-Lindelöf. Die
wesentliche Voraussetzung in diesem Satz ist neben der Stetigkeit von f die
Lipschitz-Stetigkeit von f bezüglich dem zweiten Argument y . Ist f stetig dif-
ferenzierbar, dann ist diese Bedingung automatisch erfüllt. Einen Überblick
über die Theorie von Anfangswertproblemen und die elementar lösbaren Ty-
pen finden sich z. B. bei Walter [69] und Heuser [32].

Bevor wir mit der Beschreibung der numerischen Methoden starten, betrach-
ten wir einige Beispiele von einfachen Anwendungen.

Beispiel 2.1 (Mathematisches Modell zur Populationsdynamik).
Für den ersten Test und den Vergleich der numerischen Methoden wird man
ein einfaches Beispiel wählen, bei dem die exakte Lösung bekannt und einfach
zu berechnen ist. Eine für diesen Zweck oft benutzte Differenzialgleichung ist

y ′ = s y (2.3)

mit dem Anfangswert
y(0) = y0 . (2.4)

Dieses Problem lässt sich auch als ein einfaches mathematisches Modell im
Bereich der Populationsdynamik interpretieren. Ist die unabhängige Va-
riable die Zeit t und die Lösung eine Funktion y = y(t), dann sagt diese
Differenzialgleichung aus, dass die Änderung der Population y proportio-
nal zu y ist. Den Wert s nennt man den Proportionalitätsfaktor. Mit einem
Proportionalitätsfaktor s > 0 kann man es als sehr einfaches Modell für
das Anwachsen einer Bakterienpopulation vorstellen. Die zeitliche Änderung
der Anzahl der Bakterien ist mit der Menge der Bakterien direkt gekoppelt.
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Das Anfangswertproblem (2.3), (2.4) lässt sich mit Hilfe der Trennung der
Veränderlichen exakt lösen und besitzt die Lösung

y(t) = y0 est . (2.5)

Die Anzahl der Bakterien wird in diesem mathematischen Modell somit ex-
ponentiell anwachsen. Für s = 0 erhält man die konstante Lösung, für s < 0
eine mit einem negativen Exponenten fallende Lösung.

Das Modell mit einem exponentiellen Wachstum für alle Zeiten ist für eine
Population nicht sehr realistisch. Mit dem Modell (2.3), (2.4) wurde eine
kontinuierliche Approximation einer diskreten Population eingeführt unter
der Vernachlässigung von verschiedenen Faktoren, wie z. B. Nahrungsmangel.
Ein Modell, welches zumindest bei Überbevölkerung mit einer Verringerung
der Populationsgröße reagiert, würde so aussehen:

y ′(t) = s y(t) (y(t) − K ) . (2.6)

Für s > 0 wird die rechte Seite beim Überschreiten der Schranke y = K
negativ und die Größe der Population fällt dementsprechend. Als Grenzwert
für t → ∞ wird sich y = K einstellen. Eine sehr lesenswerte Beschreibung
der Modellierung von Populationsmodellen findet sich in dem Buch von Sonar
[56] und weiterführend bei Bossel [4]. �

Beispiel 2.2 (Flug in konstanter Höhe). Ein einfaches Modell für den
Flug eines Flugzeuges in konstanter Höhe wurde in der Einleitung bei der
Diskussion der einzelnen Schritte der Simulation eines Anwendungsproblems
eingeführt. Das mathematische Modell hierfür ist die Differenzialgleichung

v̇ = f (v) = a0 − a1v2 − a2

v2
, (2.7)

wobei die Konstanten a0, a1 und a2 sich aus

a0 =
F
m

, a1 =
ρS cW0

2m
, a2 =

2k G2

m ρS

berechnen. Wenn die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t0 = 0 vorgegeben ist,
ergibt die Lösung des Anfangswertproblems die Geschwindigkeit als Funktion
der Zeit. �

Bemerkung: Eine Differenzialgleichung wie (2.7) oder ein System von Dif-
ferenzialgleichungen, deren rechte Seite nur von der gesuchten Funktion ab-
hängt, nennt man auch ein autonomes dynamisches System.

Beispiel 2.3 (Biegung eines Balkens). Bei der numerischen Integration
in Kapitel 1 wurde das mathematische Modell der Biegung eines Balken schon
aufgegriffen und der linearisierte Fall behandelt.
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Allgemein lautet es:

dQ(z )
dz

= q(z ) , (2.8)

dM (z )
dz

= Q(z ) , (2.9)

dφ(z )
dz

= − M (z )
E (z )I (z )

(
1 + φ2(z )

) 3
2 , (2.10)

dv(z )
dz

= φ(z ) . (2.11)

Dabei beschreibt q = q(z ) die Einzelkräfte, Q = Q(z ) die Querkräfte,
M = M (z ) das Biegemoment. Die Variable z ist die unabhängige Varia-
ble in Längsrichtung des Balkens, φ = φ(z ) der Biegewinkel, v = v(z ) die
Durchbiegung in z -Richtung, E = E (z ) das Elastizitätsmodul und I = I (z )
das Trägheitsmoment.

Es liegt somit ein System von vier gewöhnlichen Differenzialgleichungen vor.
In die Form (2.1) kann es durch die Definitionen

y =

⎛⎜⎜⎝
y1

y2

y3

y4

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
Q
M
φ
v

⎞⎟⎟⎠ , f = f(z ,y) =

⎛⎜⎜⎝
q
y1

− y2
EI

(
1 + y2

3

) 3
2

y3

⎞⎟⎟⎠
umgeschrieben werden.

Ist der Balken auf der linken Seite bei z = A fest eingespannt, wie es in
Abbildung 1.2 in Kapitel 1 dargestellt ist, dann sind die Werte der Lösung
an diesem Punkt vorgegeben: Sowohl die Durchbiegung v als auch der Biege-
winkel φ haben dort den Wert Null, Biegemoment und Querkraft sind ebenso
Null. Es liegen somit die Anfangsbedingungen

yi(A) = 0 mit i = 1, 2, 3, 4

vor.

Die rechte Seite der ersten beiden Gleichungen im Differenzialgleichungssys-
tem für die Balkenbiegung hängen nur von der unabhängigen Variablen z
ab. Die Querkraft Q berechnet sich aus der Verteilung der Einzelkräfte und
daraus das resultierende Biegemoment M jeweils durch eine einfache Inte-
gration. Nehmen wir an, diese sei ausgeführt, dann ist die Gleichung für das
Biegemoment in der Form

φ′(z ) = −r(z ) (1 + φ2(z ))
3
2 (2.12)
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mit

r(z ) =
M (z )

E (z )I (z )

gegeben. Diese muss numerisch gelöst werden. Die Durchbiegung v ergibt sich
nach (2.11) wieder durch eine einfache Integration.

Bei kleinen Biegewinkeln, welche bei kleinen elastischen Verschiebungen meist
vorliegen, ist φ2 sehr klein und kann vernachlässigt werden. In diesem Fall
kann die Gleichung (2.10) durch

φ′(z ) = −r(z )

angenähert werden und man erhält mit (2.8) - (2.11) ein lineares Differen-
zialgleichungssystem, deren rechte Seite von y nicht mehr abhängt. Es kann
somit wie in Kapitel 1 ausgeführt, sukzessive direkt integriert werden. Die-
ser lineare Fall kann auch für die Verifikation numerischer Methoden für das
vollständige System eingesetzt werden. Für ein Problem mit einem kleinen
Biegewinkel müssen die numerischen Ergebnisse mit beiden mathematischen
Modellen gut übereinstimmen. �

Beispiel 2.4 (Elektrische Schaltungen). Ein weiteres Beispiel, welches
zu einem Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung führt, ist die Modellierung
elektrischer Schaltungen, wenn sich die Schaltungen aus Ohmschen Wider-
ständen R, Kapazitäten C und Induktivitäten L zusammensetzen. Das Ziel
bei der numerischen Behandlung ist, für beliebige Eingangssignale die zuge-
hörigen Ausgangssignale zu berechnen. Um die Schaltungen zu modellieren,
benötigt man die folgenden physikalischen Gesetze:

Ohmscher Widerstand: U (t) = R · I (t)

Der Strom durch den Widerstand R ist I (t) = 1
RU (t), wenn U (t) der Span-

nungsabfall über R ist.

Spule mit Induktivität L: U (t) = L · dI (t)
dt

Fließt durch eine Spule L ein Strom I , so ist der Spannungsabfall an der
Spule proportional dI

dt . Die Proportionalitätskonstante bezeichnet man mit
Induktivität L: U (t) = LdI (t)

dt .

Kondensator mit Kapazität C : I (t) = C · dU (t)
dt

Liegt am Kondensator die Spannung U (t), so ist die auf dem Kondensator
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induzierte Ladung Q(t) = C ·U (t), wenn C die Kapazität des Kondensators
ist. Wegen I = dQ

dt folgt für den Strom I (t) = C · dU (t)
dt .

Um die Differenzialgleichungen für die elektrischen Schaltungen aufzustellen,
wendet man den folgenden systematischen Ansatz an:

1. Jedem Energiespeicher wird eine Zustandsvariable zugeordnet:
Jedem Kondensator Ci wird seine Spannung Ui , jeder Spule Li

wird ihr Strom Ii als Zustandsvariable zugeordnet. Den Wider-
ständen wird keine Zustandsvariable zugeordnet, da Widerstände keine
Energiespeicher, sondern nur Energieverbraucher darstellen.

2. Der Maschensatz und der Knotensatz werden auf die Schaltung ange-
wendet. Das Ziel ist für jede Zustandsvariable eine Differenzialgleichung
1. Ordnung zu erhalten. Sind Spule und Kondensator in Reihe geschaltet,
wird formal ein weiterer Knoten eingeführt.

3. In der Regel führt die Vorgehensweise zu je einer Differenzialgleichung für
jede Zustandsvariable. In manchen Fällen sind aber mehrere Ableitungen
1. Ordnung in einer Differenzialgleichung vorhanden. Es muss dann zuerst
ein lineares Gleichungssystem gelöst werden, um die übliche Struktur des
Systems von Differenzialgleichungen zu erhalten.

Exemplarisch wird für einen Tiefpass 5.Ordnung das System der Mo-
dellgleichungen aufgestellt. Der Tiefpass besteht aus 5 Energiespeicher
C1,C2,C3,L1,L2; diesen Energiespeichern werden 5 Zustandsvariablen
U1,U2,U3, I1, I2 zugeordnet. Das Anwenden der Knoten- und Maschenregel
liefert:

Abb. 2.1. Tiefpass

M1 : U0 = RI0 + U1 K1 : I0 = C1U̇1 + I1
M2 : U1 = L1İ1 + U2 K2 : I1 = C2U̇2 + I2
M3 : U2 = L2İ2 + U3 K3 : I2 = C3U̇3 + U3/R

I0 muss ersetzt werden, da es keinem Energiespeicher zugeordnet ist!



2.1 Das Euler-Cauchy-Verfahren 65

Man beachte, dass in den Gleichungen die Größe I0 auftritt, die keinem Ener-
giespeicher zugeordnet ist. Sie muss aus den Gleichungen eliminiert werden,
indem wir sie durch die Gleichung des Knotensatzes K1 ersetzen. Wir erhalten
fünf Differenzialgleichungen 1. Ordnung:

dU1

dt
= ((U0 − U1)/R − I1)/C1 , (2.13)

dI1
dt

= (U1 − U2)/L1 , (2.14)

dU2

dt
= (I1 − I2)/C2 , (2.15)

dI2
dt

= (U2 − U3)/L2 , (2.16)

dU3

dt
= (I2 − U3/R)/C3 . (2.17)

Wir werden nach der Vorstellung der numerischer Methoden für Anfangs-
wertprobleme auch auf dieses Beispiel zurückkommen. �

2.1 Das Euler-Cauchy-Verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt zunächst die einfachsten numerischen
Approximationen des Anfangswertproblems, welche schon lange vor der Ver-
fügbarkeit von Computern zur näherungsweisen Lösung benutzt wurde. Da-
mals mussten die Näherungswerte per Hand berechnet werden.

Zur Konstruktion eines Näherungsverfahrens geht man zunächst wie bei der
numerischen Quadratur vor. Es werden in das betrachtete Intervall I = [a, b]
Stützstellen xi eingeführt. Wir nehmen an, dass wir die Lösung am Punkt xi

kennen und suchen die Lösung der Differenzialgleichung

y ′ = f (x , y) (2.18)

am nächsten Punkt xi+1. Wird die Differenzialgleichung (2.18) bezüglich x
über das Intervall [xi , xi+1] integriert, erhält man die Integralgleichung

y(xi+1) = y(xi) +

xi+1∫
xi

f (x , y(x )) dx . (2.19)

Die erste Idee ist, das Integral durch eine der in Kapitel 1 abgeleiteten Integra-
tionsformeln zu approximieren. Leider hängt aber die rechte Seite von (2.18)
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und damit der Integrand von der Lösung y = y(x ) selbst ab. Die Sache wird
also komplizierter.

Beginnen wir mit der einfachsten Integrationsformel und betrachten die
Rechteckregel mit Auswertung des Integranden an dem linken Randpunkt
xi des Intervalls. Man erhält

xi+1∫
xi

f (x , y(x )) dx ≈ h f (xi , yi) mit h := xi+1 − xi

und aus (2.19) dann die Näherungsformel

yi+1 = yi + h f (xi , yi) . (2.20)

Diese Formel nennt man die Euler-Cauchy- oder Streckenzug-Formel.

Geometrisch kann man sich dies folgendermaßen vorstellen. Die Funktion y
wird im Intervall [xi , xi+1] durch eine Gerade approximiert, die den Punkt
(xi , yi) durchläuft und die Steigung f (xi , yi) besitzt. In Abbildung 2.2 ist
diese Situation in dem rechten Schaubild dargestellt. Links sieht man f über
x aufgetragen, eingezeichnet ist die Approximation des Integrals durch die
Rechteckregel.

� � � �
� � � �
� � � �

� � � �
� � � �
� � � �� � � �� � � �
� � � �� � � �

� �� � � � �
� � �
	 	 	
	 	 	

f (= y ′)

fi

fi+1
yi+1

yi

y

xi xi+1xi+1xi

Abb. 2.2. Euler-Cauchy-Einschrittverfahren

Wendet man die Euler-Cauchy-Formel auf das Anfangswertproblem

y ′ = f (x , y) , y(a) = ya (2.21)

im Intervall [a, b] an, so zerlegt man das Intervall in n Teilintervalle der Länge

h =
b − a

n
. (2.22)
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Wie schon bei der numerischen Integration nennen wir h die Schrittweite.
Die Punkte

xi = a + ih , i = 0, 1, . . . ,n

sind die Stützstellen. Wenden wir sukzessive mit Start bei x0 = a die Nä-
herungsformel (2.20) an, dann erhalten wir der Reihe nach die Näherungen
y1, y2, . . . für die Funktionswerte y(x1), y(x2), . . . . Man berechnet die Werte
also sukzessive vom Punkt Pa = (a, ya) aus. Die Lösungskurve setzt sich
aus geradlinigen Strecken zusammen. Deshalb nennt man das Euler-Cauchy-
Verfahren auch Polygonzug- oder Streckenzugverfahren.

Beispiel 2.5 (Euler-Cauchy-Verfahren, mitMaple-Worksheet). Wir
greifen ein Anfangswertproblem für das einfache Beispiel 2.1 mit s = 1 auf.
Gesucht ist die Lösung von

y ′ = −y , y(0) = 1 (2.23)

im Intervall [0, 4]. Die exakte Lösung zum Vergleich mit den Näherungswerten
ist

y(x ) = e−x .

Im Maple-Worksheet wird dieses Anfangswertproblem mit dem Euler-
Cauchy-Verfahren gelöst. Dabei werden n = 10 Schritte ausgeführt und somit
11 Stützstellen mit Anfangs- und Endpunkt des Intervalls eingeführt. Das
Struktogramm für ein solches Computerprogramm ist in Abbildung 2.3 zu
sehen. Die Anfangswerte, der Endpunkt und die Anzahl der Schritte werden
dabei eingegeben. Es wird eine Plausibilitätsprüfung der eingegebenen Daten
ausgeführt. Einen Vergleich von exakter Lösung und Näherungslösung mit
dem Euler-Cauchy-Verfahren für 11 Stützstellen sieht man in Abbildung 2.4,
wie sie von dem Worksheet erzeugt wird.

Mit 11 Stützstellen erhält man bei x = 4 einen relativen Fehler von ca. 67 Pro-
zent. Bei Verfeinerung des Gitters verringert sich der Fehler, wie zu erwarten
ist. Für die Anzahl 20, 40, 100, und 200 Schritte erhält man die Werte in der
folgenden Tabelle:

Schrittweite h Relativer Fehler in Prozent

0.4 67
0.2 37
0.04 8
0.02 4

Der Fehler wird proportional zur Schrittweite kleiner. �
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Euler-Cauchy

Real: x , y , x0, y0, xend , h

Integer: Schritte

Lies x0 und y0 ein

Lies xend und Schritte ein

h =
xend − x0

Schritte

Schreibe x0, y0 in Datei

x = x0

y = y0

x = x + h

y = y − h y

Schreibe x , y in Datei

bis x = xend

Abb. 2.3. Struktogramm zum Euler-Cauchy-Verfahren

Exakte Lösung
Euler-Verfahren

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 2 3 4
x

Abb. 2.4. Näherungslösung mit Euler-Cauchy-Verfahren, berechnet mit 10 Teilin-
tervallen

Bei der numerischen Integration in Kapitel 1 haben wir gesehen, dass die
Rechteckregel bezüglich der Genauigkeit schlecht ist. Es kommt hier hinzu,



2.1 Das Euler-Cauchy-Verfahren 69

dass die numerische Lösung eines Anfangswertproblems im Hinblick auf Ap-
proximationsfehler empfindlicher als die Integration ist. Hängt die rechte Seite
zusätzlich von y ab, muss man schrittweise von einem Stützpunkt zum nächs-
ten fortschreiten. Approximationsfehler im n-ten Schritt ergeben im nächsten
Schritt Steigungsfehler, also Fehler bei der Auswertung von f . Dies bedeutet,
dass sich Approximationsfehler fortpflanzen. Ein genaueres Verfahren als das
Euler-Cauchy-Verfahren ist für praktische Berechnungen unumgänglich.

Wird das Integral statt mit der Rechteckregel mit der Mittelpunktsformel
approximiert, so ergibt sich die folgende Situation. Die Steigung wird am
Punkt xi+1/2 = xi + h

2 genommen, und wir erhalten die Formel

yi+1 = yi + hf (xi+ 1
2
, yi+ 1

2
) . (2.24)

Der Wert yi+ 1
2

ist allerdings unbekannt. Man möchte zudem an einem Mit-
telpunkt zwischen zwei Stützstellen keinen zusätzlichen Näherungswert be-
stimmen. Es hilft hier die Taylor-Entwicklung

y(xi+ 1
2
) = y(xi) + (xi+ 1

2
− xi) y ′(xi) + O(h2)

= y(xi) +
h
2
f (xi , yi) + O(h2) .

Eingesetzt in Formel (2.24) und bei Vernachlässigung der O(h2)-Terme erhält
man die Formel

yi+1 = yi + h f
(
xi+ 1

2
, yi +

h
2
f (xi , yi)

)
, (2.25)

welche nun direkt ausgewertet werden kann. Man nennt dieses Verfahren das
verbesserte Euler-Cauchy-Verfahren oder die verbesserte Polygon-
zugmethode. Auf dem linken Bild in der Abbildung 2.5 ist in das Schaubild
von f die Approximation des Integrals durch die Mittelpunktsregel einge-
zeichnet. Der Näherungswert an der Stelle xi+1 ergibt sich dann nach Formel
(2.25) wie im rechten Bild.

Ein drittes Verfahren ergibt sich aus der Anwendung der Sehnentrapezfor-
mel auf das Integral in der Integralgleichung (2.19):

yi+1 = yi +
h
2
(
f (xi , yi) + f (xi+1, yi+1)

)
. (2.26)

Hier tritt allerdings auf der rechten Seite das Argument yi+1 auf. Da der
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Abb. 2.5. Verbessertes Euler-Cauchy-Verfahren

gesuchte neue Näherungswert somit nur implizit gegeben ist, spricht man
von einer impliziten Methode. Nur in Spezialfällen lässt sich die Gleichung
(2.26) nach yi+1 direkt auflösen. Das (f , x )- und das (y , x )-Diagramm ist hier
in Abbildung 2.6 aufgezeichnet.

Abb. 2.6. Verfahren mit Anwendung der Sehnentrapezformel

Beispiel 2.6. Für die Differenzialgleichung

y ′(x ) = x y(x )

ergibt sich das implizite Verfahren (2.26) zu

yi+1 = yi +
h
2
(xiyi + xi+1yi+1) .

Nach yi+1 aufgelöst erhält man

yi+1 =
yi + h

2 xiyi

1 − h
2 xi+1

.
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Für jede lineare Gleichung kann das oben beschriebene Verfahren in dieser
Art ausgeführt werden. �

Falls f nichtlinear in y ist, geht eine solche Auflösung im Allgemeinen nicht
mehr. Die nichtlineare Gleichung muss mit Hilfe eines Iterationsverfahrens
näherungsweise gelöst werden.

Wir betrachten hier die einfache Iterationsformel

y(ν+1)
i+1 = yi +

h
2
(
f (xi , yi) + f (xi+1, y

(ν)
i+1)
)

, ν = 0, 1, 2, . . . . (2.27)

Der obere Index bezeichnet dabei den Iterationsschritt. Starten kann man bei
ν = 0 etwa mit dem Wert y0

i+1 = yi oder besser mit dem Näherungswert am
Punkt xi+1 aus Euler-Cauchy-Verfahren.

Wir können (2.27) abgekürzt in der Form einer allgemeinen Iterationsvor-
schrift

y(ν+1) = ϕ(y(ν)) , ν = 0, 1, 2, . . .

schreiben. Man nennt y = ϕ(y) eine Fixpunktgleichung. Ein Iterationver-
fahren zur Ermittlung der Lösung einer Fixpunktgleichung, des Fixpunktes,
konvergiert, wenn für die Funktion ϕ die Ungleichung∣∣∣∣dϕ(y)

dy

∣∣∣∣ < 1

erfüllt ist. In unserem Fall (2.27) muss somit∣∣∣∣ ∂

∂yi+1

(h
2
f (xi+1, yi+1)

)∣∣∣∣ = h
2

∣∣fy(xi+1, yi+1)
∣∣ < 1

erfüllt sein. Dabei bedeutet fy die partielle Ableitung von f = f (x , y) nach
dem zweiten Argument. Es ergibt sich somit eine Bedingung an die Schritt-
weite h in der Form

κ := h |fy | < 2 , (2.28)

wobei κ mit Schrittkennzahl bezeichnet wird.

Um die Konvergenz zu garantieren, muss die Bedingung nach (2.28) κ < 2
erfüllt sein. Die Iterationsvorschrift (2.27) wird so lange wiederholt bis ei-
ne ausreichende Genauigkeit erreicht ist. Was bedeutet hier ausreichend? Es
macht keinen Sinn, den Abbruchfehler der Iteration mit vielen Iterationen
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sehr viel kleiner als den Approximations- oder Diskretisierungsfehler zu ma-
chen. Je kleiner die Schrittkennzahl κ ist, desto größer ist die Konvergenzge-
schwindigkeit und man ist mit einigen wenigen Iterationen am Ziel.

Wird nur eine Iteration ausgeführt, dann spricht man auch von einem
Prädiktor-Korrektor-Verfahren, dem Verfahren von Heun:

Prädiktor (Euler-Cauchy-Verfahren)

ỹi+1 = yi + hf (xi , yi)

Korrektor (Sehnentrapezregel)

yi+1 = yi +
h
2
(
f (xi , yi) + f (xi+1, ỹi+1)

)
.

Beim Verfahren von Heun mit nur einer Iteration wird man in der praktischen
Berechnung nicht mit κ = 2 rechnen, sondern mit kleineren Werten. Als
günstig erwiesen hat sich der Bereich:

0.05 < κ < 0.2 .

Da sich mit der Lösung von einer zur anderen Stützstelle auch der Wert
von fy ändern kann, ist es ungünstig mit einer konstanten Schrittweite zu
rechnen, wie wir dies bisher der Einfachheit halber vorausgesetzt haben. In
den angegebenen Formeln muss dann h durch hi ersetzt werden. Wir werden
auf eine solche Schrittweitensteuerung im Abschnitt 2.6 zurückkommen.

Bemerkung: Die Gleichung (2.26) ist im allgemeinen Fall eine nichtlineare
Gleichung und kann mit einem Näherungsverfahren für gelöst werden. Eine
kurze Einführung in die numerische Lösung nichtlinearer Gleichungen ist in
Anhang B aufgeführt. Das hier benutzte einfache Iterationsverfahren wird
Fixpunktiteration genannt. Das benutzte Konvergenzkriterium ist der Ba-
nachsche Fixpunktsatz. Eine ausführliche Beschreibung von Iterationsverfah-
ren findet sich z.B. bei Westermann [72, 71] und in Numerik-Lehrbüchern,
wie [58] oder [55].

Beispiel 2.7 (Verfahren von Heun, mitMaple-Worksheet). In dem
Worksheet wird das Anfangswertproblem (2.23) mit dem Verfahren von Heun
berechnet. Halbiert man beim Euler-Cauchy- und Heun-Verfahren die Schritt-
weiten und führt die Rechnungen nochmals durch, bekommt man mit bei-
den Methoden bessere Ergebnisse. Dies hatten wir schon mit Euler-Cauchy-
Verfahren in Beispiel 2.5 ausprobiert. Berechnet man die Fehler zur exakten
Lösung, erhält man die beiden Fehlerkurven in Abbildung 2.7.
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Fehler Euler-Verfahren
Fehler Heun-Verfahren

0

0.002

0.004

0.006

0.008
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0.012

10 15 20 25 30 35 40

Abb. 2.7. Fehler bei Euler-Cauchy- und Heun-Verfahren

Es zeigt sich, dass das Verfahren von Heun bei 11 Stützstellen um zwei
Größenordnungen genauer ist als das Euler-Cauchy-Verfahren. Bei der Ver-
kleinerung der Schrittweiten wird der Fehler beim Heun-Verfahren deutlich
schneller kleiner. Dies war eigentlich zu erwarten, da die zugrunde liegende
Integrationsformel genauer ist. �

Wie man in dem Beispiel sieht, gibt es hier in Analogie zur numerischen In-
tegration gewisse Qualitätskriterien, wie die Genauigkeit des Verfahrens.
Diese wird im Folgenden näher betrachtet. Wie bei der numerischen Integrati-
on erhält man Aussagen zur Genauigkeit mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen.
Es wird hier von der Taylor-Entwicklung

y(xi+1) = y(xi) + hy ′(xi) +
h2

2
y ′′(xi) + . . . ,

ausgegangen, wobei y(xi) wieder den Wert der exakten Lösung an der Stütz-
stelle xi bezeichnet. Die Ableitungen von y = y(x ) können mit Hilfe der
Differenzialgleichung wie folgt ersetzt werden:

y ′(x ) = f
(
x , y(x )

)
,

y ′′(x ) =
d
dx

y ′(x ) =
d
dx

f
(
x , y(x )

)
= fx + f fy ,

y ′′′(x ) = fxx + 2f fxy + f 2 fyy + fx fy + f f 2
y ,

...
...

...
...

... .
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Dabei bezeichnen fx und fy die partiellen Ableitungen von f = f (x , y) nach
dem ersten bzw. zweiten Argument im Punkt (x , y(x )). Entsprechend sind
die Ableitungen höherer Ordnung bezeichnet.

Wir vergleichen die Euler-Cauchy-Formel mit dieser Taylor-Entwicklung und
bilden die Differenz des Näherungswertes yi+1 und des exakten Wertes
y(xi+1)

yi+1 − y(xi+1) = yi + hf (xi , yi) − y(xi) − hy ′(xi) − . . .

Nimmt man an, dass yi = y(xi) gilt, d.h. an der Stelle xi stimmt der Nähe-
rungswert mit dem Wert der exakten Lösung überein, dann erhält man

yi+1 − y(xi+1) = −h2

2
(fx + f fy)(xi , yi) + O(h3) .

Der Fehler, den man auch das lokale Restglied nennt, lautet also

R = −h2

2
(fx + f fy) ,

ausgewertet an einer Zwischenstelle ξ ∈ (xi , xi+1). Dieser Fehler, der in je-
dem Schritt gemacht wird, ist somit proportional zu h2. Der gesamte Feh-
ler im Intervall [a, b], in dem n Schritte mit dem Euler-Verfahren durchge-
führt werden, ergibt sich durch Akkumulation dieses lokalen Fehlers. Wegen
n = (b − a)/h hebt sich bei der Berechnung des globalen Fehlers ein h her-
aus. Der globale Fehler geht beim Euler-Cauchy-Verfahren somit linear gegen
Null, wenn die Schrittweite h gegen Null strebt. Dies hat sich auch in Beispiel
2.5 so ergeben.

Für das Verfahren von Heun wird die Berechnung des Diskretisierungsfehlers
aufwändiger. Wegen f (xi+1, ỹi+1) mit dem Wert ỹi+1 aus dem Prädiktor

ỹi+1 = yi + hf (xi , yi) ,

benötigt man eine Taylor-Entwicklung von f in zwei Variablen:

f (xi+1, ỹi+1) = f (xi , yi) + hfx + hf fy

+
h2

2
(
fxx + 2f fxy + f 2 fyy

)
+

h3

6
(
fxxx + 3f fxxy + 3f 2 fxyy + f 3 fyyy

)
+ . . . ,

wobei auf der rechten Seite die Argumente (xi , yi) weggelassen wurden. In
die Heunsche Formel

yi+1 = yi +
h
2
(f (xi , yi) + f (xi+1, ỹi+1))
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eingesetzt, erhält man

yi+1 − y(xi+1) = −h3

12
(fxx + 2f fxy + f 2 fyy − 2fy (fx + f fy)) + O(h4) .

Das lokale Restglied ist proportional zu h3. Es ergibt sich somit ein globaler
Fehler proportional zu h2. Bei dieser Berechnung des Fehlerterms muss man
voraussetzen, dass die Taylor-Entwicklungen bis zur entsprechenden Ord-
nung existieren, d.h. dass die entsprechende Differenzierbarkeit von f vor-
liegt. Sind diese Stetigkeitsanforderungen erfüllt, dann wird der Fehler beim
Heun-Verfahren schneller gegen Null streben, wenn h gegen Null strebt. Die-
ser Sachverhalt lässt sich in Abbildung 2.7 ablesen.

Nach den Erfahrungen mit der numerischen Integration wissen wir, dass eine
höhere Genauigkeit und damit oft auch eine bessere Effizienz des Verfah-
rens erzielt werden kann, wenn Integrationsformeln mit mehreren Stützstel-
len benutzt werden. Statt der Sehnentrapezregel können wir es z. B. mit der
Simpson-Regel versuchen. Die Differenzialgleichung wird dazu über das In-
tervall [xi−1, xi+1] integriert:

y(xi+1) = y(xi−1) +

xi+1∫
xi−1

f (x , y(x )) dx .

Wird das Integral mit der Simpson-Regel approximiert, ergibt sich die Nä-
herungsformel

yi+1 = yi−1 +
h
3
(f (xi−1, yi−1) + 4f (xi , yi) + f (xi+1, yi+1)) , (2.29)

in die drei Stützwerte eingehen, siehe Abbildung 2.8.

�

�

h h

fi−1 fi fi+1

xi−1 xi xi+1 x

f = y′

Abb. 2.8. Mehrschrittverfahren (2.29)

Auch die Simpson-Regel führt auf ein implizites Verfahren, d. h. erfordert im
Allgemeinen eine iterative Lösung. Weiter erstreckt sich die Formel über meh-
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rere Intervalle oder Stützstellen, so dass eine gewisse Anlaufrechnung nötig
ist. Neben dem Anfangswert y0 = y(a) =: ya benötigt man den Näherungs-
wert y1 an der Stelle x1. Man nennt ein solches Verfahren ein Mehrschritt-
verfahren.

Beispiel 2.8 (Instabiles Verfahren, mitMaple-Worksheet). In diesem
Worksheet wird das Anfangswertproblem

y ′ = −y , y(0) = 1 (2.30)

im Intervall [0, 4] mit 10, 20 und 40 Stützstellen berechnet. Als zusätzlicher
Startwert wird einfach der Wert der exakten Lösung y1 = y(h) = e−h vorge-
geben. Der relative Fehler

R =
yi − y(xi)

y(xi)
zeigt Oszillationen, deren Amplitude mit x anwächst. Bei einer Verfeinerung
der Diskretisierung bleiben die Oszillationen erhalten. Die Amplitude nimmt
zwar etwas ab, das Wachstum mit x aber bleibt, und die Frequenz der Oszil-
lationen erhöht sich.

0,20 10,8

0,01

0,005

0,6
0

-0,005

-0,01

0,4

Abb. 2.9. Relativer Fehler beim Verfahren (2.29)

Ein physikalisches Phänomen kann dies nicht sein. Wie wir wissen, ist die
eindeutige exakte Lösung monoton fallend. Für praktische Berechnungen ist
diese Methode somit nicht brauchbar. �

Bevor es mit der Konstruktion numerischer Methoden weiter gehen kann,
muss das Phänomen dieser ”Instabilität“ genauer betrachtet werden. Es wird
sich im folgenden Kapitel zeigen, dass die in dieser Art konstruierten Metho-
den instabil und damit für die numerische Simulation unbrauchbar sind.
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2.2 Stabilität, Konsistenz und Konvergenz

In diesem Abschnitt werden theoretische Aussagen über Näherungsverfahren
beschrieben. Diese geben Auskunft über die Qualität der Lösungen eines nu-
merischen Verfahrens. Die Genauigkeit oder die Konsistenz des Verfahrens
bezeichnet die Güte der Approximation des Ausgangsproblems. Für die Aus-
führung des Verfahrens und die praktische Berechnung spielt die Stabilität
des Verfahrens eine zentrale Rolle. Die Konvergenz eines Verfahrens bedeu-
tet, dass die Näherungslösung gegen die exakte Lösung konvergiert, wenn die
Schrittweite gegen Null strebt.

2.2.1 Stabilität

Um die Stabilität des Näherungsverfahrens beurteilen zu können, muss man
die Eigenschaften der gegebenen Differenzialgleichung und ihrer Lösung ken-
nen und berücksichtigen. Erweist sich die numerische Lösung eines Anfangs-
wertproblems als instabil, wie dies im vorigen Abschnitt auftrat, so kann dies
an zwei Dingen liegen:

1. Das Anfangswertproblem selbst ist instabil,

2. das numerische Verfahren ist instabil.

Wir benötigen somit Information über das betrachtete Problem. Grundsätz-
lich setzen wir voraus, dass es sachgemäß gestellt ist:

Eine Differenzialgleichung heißt sachgemäß gestellt genau dann, wenn
sie eine eindeutige Lösung besitzt, welche stetig von den Daten abhängt.
Andernfalls heißt sie schlecht gestellt.

Dies ist gewissermaßen eine Grundvoraussetzung für einen physikalischen
Vorgang. Die stetige Abhängigkeit von den Daten bezeichnet man schon
als Stabilität des mathematischen Modells. Trotzdem gibt es ein sehr un-
terschiedliches Verhalten von Lösungen.

Beispiel 2.9 (Mit Maple-Worksheet). Das Anfangswertproblem

y ′(x ) = y(x ) − 3e−2x , (2.31)
y(0) = y0 . (2.32)
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besitzt die eindeutige Lösung

y(x ) = e−2x + (y0 − 1)ex .

Wie man sieht, hängt die Lösung stetig von den Anfangsdaten ab, das AWP
ist daher sachgemäß gestellt. Für große Werte von x ergibt sich das folgende
Verhalten der Lösung

lim
x→∞ y(x ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−∞ für y0 < 1 ,

0 für y0 = 1 ,

∞ für y0 > 1 .

(2.33)

Bei der Approximation des Anfangswertproblems (2.31), (2.32) mit y0 = 1
wird schon der kleinste Rundungs- oder Diskretisierungsfehler für große x
zu einem qualitativ falschen Verhalten der numerischen Lösung führen. Der
Fehler wächst oder fällt exponentiell. �

Probleme, bei denen kleine Störungen sehr schnell anwachsen können, kom-
men in den Natur- und Ingenieurwissenschaften öfters vor. So reagiert eine
brennende Kerze auf einen leichten Windzug mit einem Flackern der Flamme.
Die Strömung in der Kaffeetasse beim Eingießen der Milch zeigt Strukturen,
welche sich chaotisch verhalten: Kleine Störungen ergeben große Änderungen.
Bei der Wettervorhersage kennt man Wetterlagen, bei denen eine Voraussa-
ge sehr schwierig ist. Ungenauigkeiten in den Messdaten können schnell an-
wachsen und führen dazu, dass das Wetter für große Zeiten nur sehr ungenau
vorhersagbar ist. Ein Phänomen, welches hinlänglich bekannt ist.

Wenn man die Stabilität und die Eigenschaften eines numerischen Verfah-
rens untersucht, dann wird man ein Problem als Testbeispiel aussuchen, bei
dem Störungen in der exakten Lösungsfunktion nicht schnell anwachsen, am
besten sogar kleiner werden. Wendet man auf ein solches Problem das nume-
rische Verfahren an, dann muss diese Eigenschaft der Lösung wiedergegeben
werden. Wachsen bei der numerischen Simulation die Störungen an, dann
handelt es sich um die Instabilität des numerischen Verfahrens. Für
praktische Rechnungen wird dieses Verfahren nicht sinnvoll anwendbar sein.

Beispiel 2.10 (Mit Maple-Worksheet). Ein Standardbeispiel für den
Stabilitätstest ist das Anfangswertproblem

y ′(x ) = λy(x ) , y(0) = y0 (2.34)

mit y0, λ ∈ R. Als Beispiel 2.1 wurde dieses als Modell zur Populationsdy-
namik schon betrachtet. Mit λ = −1 wurde es als Rechenbeispiel im letzten
Abschnitt benutzt.
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Die exakte Lösung lautet
y(x ) = y0eλx . (2.35)

Stören wir die Anfangswerte um eine kleine Größe δ, d.h. betrachten wir das
Anfangswertproblem

y ′ = λy , y(0) = y0 + δ , (2.36)

dann ergibt sich analog zu (2.35) die Lösung

ỹ(x ) = (y0 + δ)eλx .

Für die Differenz gilt somit

y − ỹ = δeλx . (2.37)

Der Betrag des Fehlers zeigt ein exponentielles Wachstum, falls λ > 0 und
ein Abklingen falls λ < 0 ist. Der Fall λ = 0 ist der Fall mit der konstanten
Lösung y0. �

Das Anfangswertproblem (2.34) ist für λ < 0 also ein sehr gutes Testproblem
für ein numerisches Verfahren. Die exakte Lösung besitzt die Eigenschaft,
dass ein Fehler in den Daten mit x abklingt. Wird ein numerisches Verfahren
auf ein solches Problem angewandt, dann fordert man, dass diese Eigenschaft
erhalten bleibt. Das im letzten Abschnitt vorgestellte Verfahren hat für dieses
Beispiel mit λ = −1 einen oszillierenden Fehler mit wachsender Amplitude
geliefert. Es ist somit instabil und für praktische Berechnungen unbrauchbar.

Das Anfangswertproblem (2.34) hat nicht nur als Beispiel für den Test nu-
merischer Methoden, sondern auch als sogenannte Störungsgleichung eine
Bedeutung. Betrachten wir die allgemeine Gleichung

y ′ = f (x , y) (2.38)

und untersuchen das Anwachsen einer Störung η in der Lösung y . Das Ver-
halten der Störung wird bestimmt durch die Differenzialgleichung

ỹ ′ = f (x , ỹ) mit ỹ := y + η . (2.39)

Ziehen wir (2.38) von dieser Gleichung ab, ergibt sich

η′ = f (x , y + η) − f (x , y) .

Setzt man für den ersten Term auf der rechten Seite eine Taylor-Entwicklung
bezüglich des zweiten Arguments um (x , y) ein, erhält man

η′ = ηfy(x , y) +
1
2
η2fyy(x , y) + . . . .
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Wir betrachten kleine Störungen η und vernachlässigen alle Terme mit Poten-
zen von η gleich und größer zwei. Damit ergibt sich die Differenzialgleichung
für kleine Störungen zu

η′ = ηfy . (2.40)

Betrachten wir weiter fy für kleine η als konstant, dann ergibt sich genau die
Differenzialgleichung (2.34) mit der Lösung

η(x ) = η0efyx . (2.41)

Ist fy < 0, dann werden kleine Störungen in der exakten Lösung abklingen.

Bemerkung: Bei dieser Störungsrechnung und Linearisierung wird immer
angenommen, dass die Störungen klein sind und die entsprechenden Terme
höherer Ordnung vernachlässigt werden können. Für Probleme, bei denen
nichtlineare Terme wesentlich die Lösung bestimmen, gilt dies nur in einer
kleinen Umgebung um die Störung. Es müssen ansonsten nichtlineare Be-
trachtungen zur Stabilität durchgeführt werden.

Zur Untersuchung der Stabilität des numerischen Verfahrens geht man
ähnlich zum kontinuierlichen Fall vor. Das Euler-Cauchy-Verfahren wird auf
das Anfangswertproblem ohne und mit gestörten Anfangswerten angewandt.
Die Differenz der beiden Approximationen lautet

ηi+1 = ηi + h(f (xi , yi) − f (xi , yi + ηi)) , i = 0, 1, 2, . . . .

Wird die Differenz der verschiedenen Funktionswerte von f wieder mit Hilfe
des Zwischenwertsatzes ersetzt, ergibt sich

ηi+1 = ηi + hfy ηi = (1 + h fy)ηi ,

wobei fy an einer Zwischenstelle auszuwerten ist. Wir nehmen an, dass hfy
konstant ist, etwa indem durch eine Schrittweitensteuerung h in jedem Schritt
geeignet gewählt wird. Mit dem sogenannten Verstärkungsfaktor s := 1 +
h fy ergibt sich dann

ηi+1 = sηi = s2ηi−1 = · · · = s i+1η0 .

Der Fehler klingt somit ab, wenn |s| < 1 gilt, bzw.

|1 + h fy | < 1 .

Wegen h > 0 führt dies auf die Bedingung

fy < 0 und − 2 < h fy .

Diese Untersuchung nennt man eine Stabilitätsanalyse des numerischen
Verfahrens. Die Eigenschaft der exakten Lösung einer Differenzialgleichung
mit fy < 0, dass nach der linearisierten Stabilitätsanalyse Störungen abklin-
gen, bleibt unter der Schrittweitenbedingung −2 < h fy < 0 erhalten. Man
sagt:
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Das Euler-Cauchy-Verfahren ist stabil, falls die Schrittweitenbedingung

κ = h |fy | < 1 (2.42)

erfüllt ist.

Bemerkung: Die so definierte Stabilität nennt man auch A-Stabilität. Es
gibt weitere Stabilitätsbegriffe, die insbesondere für die Anwendung auf Pro-
bleme, deren Lösungen sich stark ändern, wichtig sind. Dies sind z.B. Pro-
bleme, bei denen die Nichtlinearität von f eine wesentliche Rolle für das Lö-
sungsverhalten spielen. Die Forderung an die Stabilität des Verfahrens hängt
dabei durchaus von dem betrachteten Problem ab. Wir werden dies hier nicht
vertiefen und auf die Spezialliteratur verweisen. Eine kurze Diskussion von
sogenannten steifen Problemen ist im Abschnitt Bemerkungen und Entschei-
dungshilfen ausgeführt.

Wir wenden nun das Mehrschrittverfahren (2.29), welches in Kapitel 2.1 kon-
struiert wurde, direkt auf die Störungsgleichung an. Die diskretisierte Stö-
rungsgleichung lautet

ηi+1 = ηi−1 +
h
3
(ηi−1fy + 4ηi fy + ηi+1fy) .

Wir machen den Ansatz ηi = s iη0 mit dem Verstärkungsfaktor s und set-
zen dies oben ein. Nach der Division mit s i−1η0 ergibt sich die quadratische
Gleichung

s2 = 1 +
1
3
hfy(1 + 4s + s2).

Diese quadratische Gleichung besitzt die Lösungen

s1 =
1

3 − hfy
(2hfy +

√
3(3 + (hfy)2)) ,

s2 =
1

3 − hfy
(2hfy −

√
3(3 + (hfy)2)) ,

welche in Abbildung 2.2.1 grafisch als Funktion von hfy -Ebene dargestellt ist.
Diese zwei Lösungen überlagern sich zur gesamten Störlösung bzw. dem Ver-
stärkungsfaktor s = c1s1 +c2s2. Im Fall fy < 0, d.h. einem Ausgangsproblem,
bei dem die Störungen abklingen, ergibt sich

|s2| > 1 .

Es kann somit einer der beiden Anteile in den Störlösungen anwachsen und
zu dem oszillierenden Verhalten führen. Das numerische Verfahren (2.29) ist
für praktische Probleme somit instabil und unbrauchbar.
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Abb. 2.10. Stabilitätsbereich des Verfahrens (2.29)

2.2.2 Konsistenz

Neben der Stabilität von Näherungsverfahren spielt die Genauigkeit des nu-
merischen Verfahrens für die Praxis eine wichtige Rolle. Über die Genauigkeit
der Verfahren von Euler-Cauchy und Heun haben wir uns bei der Definiti-
on der Verfahren schon Gedanken gemacht. Wir haben bei den numerischen
Ergebnissen gesehen, dass der Fehler mit h beziehungsweise mit h2 bei einer
Verfeinerung der Gitters abnimmt und haben dies auch für einen Rechen-
schritt unter Benutzung einer Taylor-Entwicklung bestätigt. Im Folgenden
werden wir dies verallgemeinern und erweitern.

Wir beginnen mit dem schon in dem vorausgehenden Abschnitt betrachteten
lokalen Fehler, welcher in einem einzelnen Schritt des numerischen Verfahrens
entsteht, und definieren:

Setzt man yi = y(xi) voraus, dann heißt die Differenz

εi+1 = y(xi+1) − yi+1 (2.43)

lokaler Diskretisierungs- oder Verfahrensfehler im Gitterpunkt xi+1.

Wie schon im vorigen Abschnitt bezeichnet y(xi+1) die exakte Lösung am
Punkt xi+1 und yi+1 den Wert des numerischen Verfahrens an diesem Punkt.
Betrachtet man das Euler-Cauchy-Verfahren, so erhält man

εi+1 = y(xi+1) − yi+1

= y(xi+1) − y(xi) + hf (xi , y(xi)).
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Der lokale Diskretisierungsfehler ergibt sich somit als das Residuum oder
den Defekt, wenn die exakte Lösung in das numerische Verfahren eingesetzt
wird.

Wird eine Taylor-Entwicklung um den Punkt (xi , y(xi)) in die Gleichung
eingesetzt und nach Potenzen von h geordnet, so erhält man die Information,
wie der lokale Diskretisierungsfehler mit der Schrittweite h gegen Null strebt.
Dies führt auf die Definition:

Ein numerisches Verfahren besitzt die Konsistenzordnung p, wenn für
den lokalen Diskretisierungsfehler

|εi+1| ≤ C hp+1 , i = 0, 1, 2, . . . (2.44)

mit einer von h und x unabhängigen Konstanten C gilt.

Nach unserer Rechnung im Kapitel 2.1 ergibt sich somit die folgende Aussage:

Das Euler-Cauchy-Verfahren besitzt die Konsistenzordnung 1, das
Verfahren von Heun besitzt die Konsistenzordnung 2.

2.2.3 Konvergenz

Der lokale Diskretisierungsfehler sagt etwas über die Genauigkeit des Ver-
fahrens aus, also über die Fehler, welche in einem Schritt des Verfahrens
auftreten. Wenn diese Fehler im Laufe der Rechnung stark anwachsen - auch
bei Problemen, deren exakte Lösung diese Eigenschaft nicht besitzt - oder
bei der Verfeinerung des Gitters nicht kleiner werden, dann ist das Verfahren
für praktische Probleme unbrauchbar: Der akkumulierte oder globale Fehler
wird groß.

Die Differenz
ei+1 = y(xi+1) − yi+1 (2.45)

heißt der globale Diskretisierungs- oder Verfahrensfehler im Punkt
xi+1.

Dies ist der akkumulierte Fehler, welcher bei Berücksichtigung der voraus-
gegangenen Fehler tatsächlich im Punkt xi+1 auftritt. Beim Euler-Cauchy-
Verfahren ist dieser Fehler proportional h, während der lokale Fehler propor-
tional h2 ist. Dies wurde schon bei Definition der Konsistenzordnung mit p
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und nicht mit p+1 berücksichtigt. Dieser Zusammenhang ist auch für andere
Näherungsverfahren typisch. Die Größe des globalen Verfahrensfehlers sagt
etwas aus über die Konvergenz der Näherung gegen die exakte Lösung, wenn
die Schrittweite h gegen Null strebt.

Ein numerisches Verfahren heißt konvergent, wenn für den globalen Dis-
kretisierungsfehler

max
i=1,2,...,n

|ei | → 0 für h → 0

gilt. Es hat die Konvergenzordnung p, wenn

max
i=1,2,...,n

|ei | ≤ K hp (2.46)

mit einer von h unabhängigen Konstanten K gilt.

Der lokale Diskretisierungsfehler gibt Auskunft darüber, welche Fehler in ei-
nem Schritt des Näherungsverfahrens auftreten. Die Stabilität ist ein Maß
dafür, wie schnell Störungen anwachsen können. Es verwundert somit nicht,
dass mit einer geeigneten Definition der Stabilität der folgende Sachverhalt
gilt:

Stabilität + Konsistenz = Konvergenz

Weitere Aussagen zu diesen Begriffen der numerischen Analysis, verschiedene
Definitionen der Stabilität findet man z.B. in den Büchern von Strehmel und
Weiner [62], und Hairer und Wanner [29].

Bemerkung: Für ein Verfahren mit der Konvergenzordnung p strebt der
Fehler gegen Null mit hp , wenn die Schrittweite gegen Null strebt, d.h. das
Gitter verfeinert wird. Wie bei der numerischen Integration zeigt sich dies
bei praktischen Berechnungen. Wird die Schrittweite sehr klein, dann werden
die Rundungsfehler durch die Zahlendarstellung auf dem Rechner das Er-
gebnis beeinflussen. Bei der numerischen Lösung von Anfangswertproblemen
ist dieser Sachverhalt noch deutlicher, da Rundungsfehler an einem Gitter-
punkt xi wieder die Steigungsberechnung an allen weiteren Gitterpunkten
beeinflussen. Es kommt somit ein lokaler und auch akkumulierter Rundungs-
fehler zu dem Gesamtfehler hinzu. Während für h → 0 der Verfahrensfehler
gegen Null konvergiert, wächst der Rundungsfehler an und divergiert gegen
unendlich. Diese Situation ist in Abbildung 0.1 im Kapitel 1 schematisch dar-
gestellt. Eine Merkregel ist, dass die Schrittweite nicht kleiner als die Wurzel
der Maschinengenauigkeit gewählt werden sollte.
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2.3 Mehrschrittverfahren

In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, dass die einfache Übertragung der
Newton-Cotes-Formeln für die numerische Integration auf die Integralglei-
chung eines Anfangswertproblems zu einem instabilen Verfahren führt. Es
zeigt sich allgemein, dass die Integration wie bei der Herleitung des Euler-
Cauchy-Verfahrens nur über ein einzelnes Gitterintervall ausgeführt werden
darf:

y(xi+1) = y(xi) +

xi+1∫
xi

f (x , y(x )) dx . (2.19)

Um ein genaueres Verfahren zu bekommen, kann man allerdings den Inte-
granden mit einem Interpolationspolynom höherer Ordnung approximieren,
welches durch mehr als zwei Stützstellen verläuft. Man betrachtet somit ein
Näherungsverfahren der Form

yi+1 = yi +

xi+1∫
xi

pn(x ) dx , (2.47)

wobei pn ein Polynom n-ten Grades ist.

Werden nur bekannte Werte für das Approximationspolynom pn(x ) benutzt,
dann ergibt sich eine explizite Formel. Für ein Polynom n-ten Grades wird
gefordert, dass

pn,i(xi−j ) = fi−j für j = 0, 1, . . . ,n

gilt. Mit der Lagrangesche Interpolationsformel erhält man für das Polynom
die Darstellung

pn,i(x ) =
n∑

j=0

fi−jLj (x ) , (2.48)

wobei Lj das entsprechende Lagrangesche Stützpolynom bezeichnet (siehe
Anhang A.1).

Beispiel 2.11. Der einfachste Fall ist ein Zweischrittverfahren. Mit den La-
grangeschen Stützpolynomen

L0(x ) =
x − xi

xi−1 − xi
und L1(x ) =

x − xi−1

xi − xi−1
(2.49)
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ergibt sich das Interpolationspolynom vom Grad n = 1 zu

p1,i(x ) = fi−1
x − xi

xi−1 − xi
+ fi

x − xi−1

xi − xi−1
= fi−1

1
h

(x − xi) + fi
1
h

(x − xi−1) .

Die Integration liefert nach Gleichung (2.47)

xi+1∫
xi

p1,i(x ) dx =
[
fi−1

1
h

1
2
(x − xi)2 + fi

1
h

1
2
(x − xi−1)2

]xi+1

xi
.

Da xi+1 − xi = h und xi+1 − xi−1 = 2h lautet das Verfahren somit

yi+1 = yi +
h
2
(−fi−1 + 3fi) i = 1, 2, .. (2.50)

In das Zweischrittverfahren gehen als Daten die Werte aus den zwei zurück-
liegenden Stützstellen ein. �

xi−3

f

xxi−1 xixi−2

p3,i(x )

fi−3 fi−2 fi−1 fi

Abb. 2.11. Adams-Bashforth-Verfahren

Man nennt ein solchermaßen konstruiertes Verfahren ein Adams-Bashforth-
Verfahren. In Tabelle 2.1 sind die Koeffizienten dieser Verfahren für die
Polynomgrade n = 1, 2, . . . , 6 aufgeführt. Die Koeffizienten ergeben sich aus
der Bedingung
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xi+1∫
xi

pn,i(x ) dx = ai−n fi−n + ai−n+1fi−n+1 + . . . + ai−1fi−1 + ai fi .

(2.51)

Die globale Konsistenzordnung dieser Verfahren ist n + 1, wenn n den Grad
des Interpolationspolynoms bezeichnet. In Abbildung 2.11 ist die Situation
für den Polynomgrad n = 3 aufgezeichnet. Zur Berechnung von yi+1 werden
hier die Funktionswerte von f an den Stützstellen xi−3, xi−2, xi−1 und xi

benutzt.

ai−6 ai−5 ai−4 ai−3 ai−2 ai−1 ai

n = 1: −1

2

3

2

n = 2:
5

12
−16

12

23

12

n = 3: − 9

24

37

24
−59

24

55

24

n = 4:
251

720
−1274

720

2616

720
−2774

720

1901

720

n = 5: − 475

1440

2877

1440
−7298

1440

9982

1440
−7923

1440

4277

1440

n = 6:
19087

60480
−134472

60480

407139

60480
−688256

60480

705549

60480
−447288

60480

198721

60480

Tabelle 2.1. Explizite Mehrschrittverfahren (Adams-Bashforth-Verfahren)

Im Maple-Worksheet zu den Adams-Bashforth-Verfahren werden die For-
meln für beliebiges n erzeugt. Dabei sind auch unterschiedliche Schrittweiten
zwischen den Stützstellen erlaubt.

Wird das Stützpaar (xi+1, fi+1) mit in die Interpolation einbezogen, dann
ergibt sich ein implizites Verfahren. Man nennt diese Klasse von Verfahren
die Adams-Moulton-Verfahren. Greifen wir das Beispiel mit dem Zwei-
schrittverfahren nochmals auf und suchen jetzt ein Polynom durch die Punkte

(xi−1, fi−1), (xi , fi) und (xi+1, fi+1) .

Dies lässt sich durch eine Parabel bewerkstelligen. Mit der analogen Rechnung
unter Zuhilfenahme der Lagrangeschen Interpolationsformel erhält man ein
numerisches Verfahren in der Form
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xi−3

f

xi+1 xxi−1 xixi−2

p3,i(x )

fi−3 fi−2 fi−1 fi fi+1

Abb. 2.12. Adams-Moulton-Verfahren

yi+1 = yi +
h
12

(−fi−1 + 8fi + 5fi+1) i = 1, 2, .. (2.52)

Nur für eine lineare oder einfache nichtlineare Funktion f ist hier eine expli-
zite Auflösung nach yi+1 möglich. Im Allgemeinen muss die Gleichung (2.52)
iterativ gelöst werden. Die Koeffizienten der Adams-Moulton-Verfahren sind
gemäß dem Ansatz

xi+1∫
xi

pn,i(x ) dx = ai−n+1fi−n+1+. . .+ai−1fi−1+ai fi+ai+1fi+1 (2.53)

in Tabelle 2.2 für die Polynomgrade n = 2, 3, . . . , 7 aufgeführt. Die Konsis-
tenzordnung der Adams-Moulton-Verfahren ist ebenso n + 1.

Im Worksheet zu den Adams-Moulton-Verfahren werden die Formeln für
beliebiges n erzeugt. Dabei können auch unterschiedliche Schrittweiten zwi-
schen den Stützstellen gewählt werden.

Bemerkung: Ein Nachteil dieser Mehrschrittverfahren ist, dass im ersten
Schritt nicht nur die Anfangswerte eingehen. Es ist ein Anlaufstück erforder-
lich, für das Näherungswerte mit Hilfe eines anderen Verfahrens bestimmt
werden müssen. In dem betrachteten Beispiel des Zweischrittverfahrens muss
neben dem Anfangswert der Wert am Punkt x1 bereitgestellt werden. Da-
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ai−6 ai−5 ai−4 ai−3 ai−2 ai−1 ai ai+1

− 1

12

8

12

5

12

1

24
− 5

24

19

24

9

24

− 19

720

106

720
−264

720

646

720

251

720

27

1440
− 173

1440

482

1440
− 798

1440

1427

1440

475

1440

− 863

60480

6312

60480
−20211

60480

37504

60480
−46461

60480

65112

60480

19087

60480

1375

120960
− 11351

120960

41499

120960
− 88547

120960

123133

120960
−121797

120960

139849

60480

36799

120960

Tabelle 2.2. Implizite Mehrschrittverfahren (Adams-Moulton-Verfahren)

bei sollte das Verfahren für das Anlaufstück die gleiche lokale Fehlerordnung
besitzen.

Wie schon bei dem Verfahren von Heun diskutiert wurde, vermeidet man die
Iteration der impliziten Verfahren, indem man einen Prädiktor-Korrektor-
Ansatz wählt.

Prädiktor-Korrektor-Verfahren: Eine Adams-Bashforth-Formel wird
mit einer impliziten Adams-Moulton-Formel als Korrektor kombiniert.

Dabei empfiehlt es sich, eine Korrektor-Formel mit einer um eins höheren Feh-
lerordnung zu nehmen. Man führt somit nur einen Iterationsschritt im Itera-
tionsverfahren für das implizite Adams-Moulton-Verfahren aus. Die Schritt-
weite h darf dann nicht zu groß gewählt werden. Gewissermaßen ist das
Verfahren von Heun der einfachste Vertreter dieser Klasse von Prädiktor-
Korrektor-Verfahren.

Das Beispiel y ′ = −y ist sehr gut geeignet, die Stabilität von Näherungs-
verfahren zu untersuchen. Um am praktischen Beispiel die Genauigkeit von
Verfahren aufzuzeigen, gehen wir zu einem etwas schwierigeren Problem über.

Beispiel 2.12 (Mit Maple-Worksheet). Gesucht ist die Lösung des An-
fangswertproblems

y ′(x ) = y2(x ) sin(x ) , y(0) = −4 (2.54)
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im Intervall [0, 0.5]. Die rechte Seite ist nichtlinear und hängt von x und
y ab. Die exakte Lösung lässt sich durch die Trennung der Veränderlichen
berechnen. Es folgt aus (2.54) für y �= 0

1
y2

dy
dx

= sin(x )

und damit weiter
1
y2

dy = sin(x )dx .

Die Integration liefert

− 1
y

= − cos(x ) + C .

Wird die Konstante C über die Anfangsbedingungen bestimmt, ergibt sich
die Lösung zu

y =
1

cos(x ) − 5
4

.

Dieses Problem wird mit einem Adams-Bashforth-Verfahren 3. Ordnung und
der Schrittweite h = 0.1 im Worksheet gelöst. Für das Anlaufstück haben wir
hier einfach die exakte Lösung vorgeschrieben. Dabei wurden die künstlichen
Stützstellen

x−1 = −h , x−2 = −2h

eingeführt, so dass das Verfahren beim Anfangswert x = 0 startet. In Abbil-
dung 2.13 ist die exakte Lösung und die Näherungswerte aufgezeichnet. Es
ergibt sich für die Lösung im Punkte x5

y5 = −2.6745658 , rel. Fehler = 0.010593088 .�

Beispiel 2.13 (Mit Maple-Worksheet). In diesem Worksheet wird das
Adams-Moulton-Verfahren 3. Ordnung mit dem Adams-Bashforth-Verfahren
2. Ordnung als Prädiktor kombiniert. Es ergeben sich mit diesem Prädiktor-
Korrektor-Verfahren etwas bessere Werte:

y5 = −2.69020826 , rel. Fehler = 0.0049492 .

Man sieht, dass dieses Verfahren die 3. Ordnung besitzt, wenn man die
Schrittweite mit dem Faktor 10 verkleinert. Das Ergebnis wird dann mit
Hilfe von 50 Stützstellen berechnet und hat den Wert

y5 = −2.6851624 , rel. Fehler = 0.0000035 .

Der Fehler wurde um den Faktor 10−3 kleiner. �

Im Allgemeinen hat man natürlich keine exakte Lösung für das Anlaufstück
zur Verfügung. Im nächsten Abschnitt werden wir Einschrittverfahren hö-
herer Ordnung kennen lernen, mit denen man die Werte des Anlaufstückes
berechnen kann.
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Exakte Lösung
Adams-Bashforth-Verfahren

–4

–3.8

–3.6

–3.4

–3.2

–3

–2.8

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
x

Abb. 2.13. Exakte Lösung und Näherungslösung mit dem Adams-Bashforth-
Verfahren für Beispiel 2.12

2.4 Runge-Kutta-Verfahren

Neben den Mehrschrittverfahren lassen sich jedoch auch Einschrittverfah-
ren mit einer Fehlerordnung größer als zwei konstruieren. Die für die höhere
Ordnung erforderlichen Werte an den Stützstellen werden als Hilfswerte im
Innern des Intervalls erzeugt. Sie sind nicht Teil der Lösung und werden nach
Ausführung des Schrittes wieder vergessen.

Der Ansatz eines solchen so genannten Runge-Kutta-Verfahrens ist

yi+1 = yi + h
n∑

j=1

aj kj , (2.55)

wobei die kj die Funktionswerte von f im Innern des Gitterintervalls [xi , xi+1]
approximieren und aj geeignete Koeffizienten sind.

Den einfachsten Ansatz erhält man durch die Berücksichtigung von zwei Hilfs-
werten:

yi+1 = yi + h (a1k1 + a2k2) , (2.56)

wobei wir annehmen

k1 := fi , k2 = f (xi + αh, yi + β hk1) . (2.57)
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Die Wahl von k1 liegt auf der Hand, da fi = f (xi , yi) bekannt ist, k2 ist
als Wert an einer beliebigen Zwischenstelle gewählt. Die freien Parameter
sind a1, a2, α und β. Es geht als nächstes darum, geeignete Werte für diese
Parameter zu finden.

Schritt 1: Eine Taylor-Entwicklung liefert zunächst

y(xi+1) = y(xi) + hy ′(xi) +
h2

2!
y ′′(xi) + . . . . (2.58)

Die Ableitungen von y lassen sich durch die rechte Seite f ausdrücken. So
gilt

y ′(x ) = f (x , y(x ))

y ′′(x ) =
d
dx

f ′(x , y(x )) =
∂f
∂x

(x , y(x )) +
∂f
∂y

(x , y(x ))y ′(x )

= (fx + f fy)(x , y(x )) ,

wobei hier die Kettenregel angewandt werden muss und die abkürzende
Schreibweise fx bzw. fy für die partiellen Ableitungen von f nach dem ers-
ten bzw. zweiten Argument wiederum benutzt wurde. Wird dies in die obige
Taylor-Entwicklung (2.58) eingesetzt, erhält man

y(xi+1) = y(xi) + hf (xi , y(xi)) +
h2

2!
(fx + f fy)(xi , y(xi)) +

h3

3!
y ′′′(ξ)

mit einer Zwischenstelle ξ aus dem Intervall (xi , xi+1).

Schritt 2: Eine Taylor-Entwicklung von k2 um f (xi , yi) ergibt

k2 = f (xi , yi) + αhfx (xi , yi) + βhfy(xi , yi) + O(h2) .

Wird dies in die Formel für das Runge-Kutta-Verfahren eingesetzt, erhält
man

yi+1 = yi + h(a1 + a2)f (xi , yi) + h2(a2αfx (xi , yi) + a2βf fy(xi , yi)) + O(h3) .

Schritt 3: Der dritte Schritt ist der Koeffizientenvergleich der beiden Ent-
wicklungen aus Schritt 1 und Schritt 2. Man erhält ein Verfahren zweiter
Ordnung, wenn die folgenden Gleichungen

a1 + a2 = 1, αa2 =
1
2
, βa2 =

1
2

erfüllt sind. Aus den beiden letzteren Gleichungen folgt sofort α = β. Danach
bleiben zwei Gleichungen für drei Unbekannte übrig, so dass die Lösung nicht
eindeutig bestimmt ist.



2.4 Runge-Kutta-Verfahren 93

Die Lösung a1 = 0, a2 = 1, α = β = 0.5 führt auf das Verfahren

yi+1 = yi + h f
(

xi +
h
2
, yi +

h
2
f (xi , yi)

)
, (2.59)

welches schon in Abschnitt 2.1 als verbessertes Euler-Cauchy-Verfahren
auftauchte. Die Berechnung in einem Rechenprogramm könnte in der Form
des Runge-Kutta-Verfahrens entsprechend der Abfolge

k1 = f (xi , yi) ,

k2 = f
(

xi +
h
2
, yi +

h
2
k1

)
,

yi+1 = yi + hk2

eingesetzt werden.

Die Lösung a1 = a2 = 0.5, α = β = 1 führt auf das Verfahren

yi+1 = yi +
h
2

(f (xi , yi) + f (xi+1, yi + hf (xi , yi))) , (2.60)

welches gerade das Verfahren von Heun darstellt. Die Berechnung im Re-
chenprogramm würde hier in der Form

k1 = f (xi , yi) ,

k2 = f (xi + h, yi + hk1) ,

yi+1 = yi +
h
2
(k1 + k2)

durchgeführt.

Runge-Kutta-Verfahren höherer Ordnung können analog über den Taylor-
Abgleich abgeleitet werden. Ein Verfahren dritter Ordnung erhält man
mit dem Ansatz

yi+1 = yi + h(a1k1 + a2k2 + a3k3) (2.61)
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mit

k1 = f (xi , yi) ,

k2 = f (xi + αh, yi + αhk1) ,

k3 = f (xi + βh, yi + γ1hk1 + γ2hk2) .

Für k2 wurde schon die Konsistenzbedingung, wie sie bei den Verfahren zwei-
ter Ordnung als α = β herauskam, eingesetzt. Für k3 muss aus Konsistenz-
gründen β = γ1+γ2 gelten. Der Taylor-Abgleich wird in diesem Falle deutlich
umfangreicher, da die dritten Ableitungen von y bzw. die zweiten Ableitun-
gen von f (x , y(x )) eingehen, die mit Hilfe von Produkt- und Kettenregel
berechnet werden müssen. Wir wollen hier auf diese Rechnung verzichten.
Für die sieben freien Parameter ergeben sich fünf Gleichungen, so dass auch
in diese Fall mehrere Varianten existieren. In Tabelle 2.4 sind die gebräuch-
lichsten Runge-Kutta-Verfahren aufgelistet und im Maple-Worksheet zum
Runge-Kutta-Verfahren werden die Koeffizienten gemäß dem oben diskutier-
ten Vorgehen berechnet. Es zeigt sich, dass beim Verfahren 5.Ordnung sechs
Zwischenwerte ki berechnet werden müssen. Diese Tendenz setzt sich bei noch
höherer Ordnung fort: Es werden mehr Zwischenwerte benötigt als der Wert
der Ordnung und die Verfahren werden ineffizient.

Beispiel 2.14 (Runge-Kutta-Verfahren, mit Maple-Worksheet).
Wir greifen das Beispiel (2.54) wieder auf. Eine Lösung des Anfangswert-
problems

y ′(x ) = y2(x ) sin(x ) , y(0) = −4 (2.62)

wird in dem Maple-Worksheet mit dem Runge-Kutta-Verfahren (3. Ord-
nung, Typ a) gelöst.

Die Schrittweite ist wieder h = 0.1. Nach fünf Schritten ergibt sich bei x = 0.5
die Näherungslösung und der relative Fehler zu

y5 = 2.6858695 , rel. Fehler = 0.0007106 .

In Abbildung 2.14 sieht man bei einer grafischen Darstellung fast keinen
Unterschied zur exakten Lösung.

Ein Struktogramm für das klassische Verfahren vierter Ordnung ist in Abbil-
dung 2.15 angegeben. �

Bemerkung: Die Runge-Kutta-Verfahren lassen sich als Einschrittverfahren
auch zur Berechnung des Anlaufstückes bei Mehrschrittverfahren einsetzen.
Die ersten Schritte werden mit dem Runge-Kutta-Verfahren ausgeführt. Da-
nach startet das Prädiktor-Korrektor-Verfahren.



2.5 Extrapolationsverfahren 95

Exakte Lösung
Runge-Kutta-Verfahren
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Abb. 2.14. Exakte und numerische Lösung mit dem Runge-Kutta-Verfahren

2.5 Extrapolationsverfahren

Aus den Taylor-Entwicklungen der Runge-Kutta-Verfahren können auch Feh-
lerterme abgeleitet werden. Um eine Abschätzung des Fehlers zu bekommen,
muss man allerdings höhere Ableitungen berechnen. Zudem kennt man die
Zwischenstelle ξ natürlich nicht, d.h. diese Ableitungen müssen nach oben
und unten abgeschätzt werden. Für praktische Rechnungen ist dies nicht ge-
eignet.

Auf der anderen Seite ist man oft in der Situation, dass man eine gewisse Ge-
nauigkeit der Lösung verlangt, z.B. auf 4 oder 5 Stellen genau. Die Ordnung
eines Verfahrens ist dabei nur ein Hinweis auf die Güte des Verfahrens und
liefert nur die Information, wie sich der Fehler verhält, wenn die Schrittwei-
te gegen Null strebt. Man hat jedoch keine Auskunft darüber, wie groß der
tatsächliche Fehler bei der gerade benutzten Schrittweite ist. Bei der numeri-
schen Integration hatten wir mit dem Romberg-Verfahren gesehen, dass mit
Hilfe einer Fehlerextrapolation die Möglichkeit besteht, die Genauigkeit über
eine Fehlerberechnung zu steuern. Die Methode lässt sich auf Anfangswert-
probleme übertragen.

Um das Extrapolationsverfahren effizient durchführen zu können, sollte wie-
der eine quadratische Entwicklung des Fehlers existieren. Wir nehmen an,
dass

yi+1 − y(xi+1) = A1h2 + A2h4 + A3h6 + . . . , (2.63)

gilt, mit Koeffizienten Ai , welche unabhängig von h sind. Im Falle des
Romberg-Verfahrens für die numerische Integration wurde dies von der Seh-
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Real k1, k2, k3, k4, x , y , b, h

Integer n, i

Schreibe auf Bildschirm:
”
Wie weit soll gerechnet werden,

wie viele Schritte sollen genommen werden?“

Lies b ein

Lies n ein

h =
b

n

x = 0

y = 1

Schreibe x und y formatiert in Datei datei_1.txt

i = 1

Solange i ≤ n

k1 = y2 sin(x )

k2 = (y +
h

2
k1)

2 sin(x +
h

2
)

k3 = (y +
h

2
k2)

2 sin(x +
h

2
)

k4 = (y + hk3)
2 sin(x + h)

y = y +
h

6
(k1 + 2(k2 + k3) + k4)

x = x + h

Schreibe x und y formatiert in Datei datei_1.txt

i = i + 1

Abb. 2.15. Struktogramm für das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung angewandt
auf die Differenzialgleichung y ′(x ) = −y2(x ) sin(x ) (2.62)

nentrapezformel erfüllt. Das aus der Sehnentrapezformel abgeleitete Heun-
sche Verfahren erfüllt dies allerdings nicht. Von Gragg, Bulirsch und Stoer
stammt eine Modifikation der Tangententrapezformel, die diese asym-
ptotische Fehlerentwicklung besitzt (siehe z.B. [59]).

Wir wollen dieses Verfahren auf ein beliebiges Teilintervall [xi , xi+1] anwen-
den. Der Näherungswert yi wurde im vorherigen Schritt berechnet. Gesucht
ist der neue Näherungswert yi+1 am Punkt xi+1. Es wird so vorgegangen, dass
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Gebräuchliche Varianten des Runge-Kutta-Verfahrens

2.Ordnung:
a)
k1 = f (xi , yi)
k2 = f (xi + h

2
, yi + h

2
k1)

yi+1 = yi + hk2

b)
k1 = f (xi , yi)
k2 = f (xi + h , yi + hk1)

yi+1 = yi + h
2
(k1 + k2)

3.Ordnung:
a)
k1 = f (xi , yi)
k2 = f (xi + h

2
, yi + h

2
k1)

k3 = f (xi + h , yi − hk1 + 2hk2)
yi+1 = yi + h

6
(k1 + 4k2 + k3)

b)
k1 = f (xi , yi)
k2 = f (xi + h

3
, yi + h

3
k1)

k3 = f (xi + 2h
3

, yi + 2h
3

k2)
yi+1 = yi + h

4
(k1 + 3k3)

4.Ordnung:
a)
k1 = f (xi , yi)
k2 = f (xi + h

3
, yi + h

3
k1)

k3 = f (xi + 2h
3

, yi − h
3
k1 + hk2)

k4 = f (xi + h , yi + h(k1 − k2 + k3))
yi+1 = yi + h

8
(k1 + 3(k2 + k3) + k4)

b) (klassische Variante)
k1 = f (xi , yi)
k2 = f (xi + h

2
, yi + h

2
k1)

k3 = f (xi + h
2

, yi + h
2
k2)

k4 = f (xi + h , yi + hk3)
yi+1 = yi + h

6
(k1 + 2(k2 + k3) + k4)

c) (Gill)
k1 = f (xi , yi)
k2 = f (xi + h

2
, yi + h

2
k1)

k3 = f (xi + h
2

, yi = h
2
(
√

2 − 1)k1 + h
2
(2 −√

2)k2)

k4 = f (xi + h
2

, yi − h
2

√
2k2 + h

2
(2 +

√
2)k3)

yi+1 = yi + h
6
(k1 + (2 −√

2)k2 + (2 +
√

2)k3 + k4)

5.Ordnung:
(Butcher)

k1 = f (xi , yi)
k2 = f (xi + h

4
, yi + h

4
k1)

k3 = f (xi + h
4

, yi + h
8
(k1 + k2))

k4 = f (xi + h
2

, yi − h
2
k2 + hk3)

k5 = f (xi + 3h
4

, yi + 3h
16

(k1 + 3k4))
k6 = f (xi + h , yi − h

7
(3k1 − 2k2 − 12(k3 − k4) − 8k5))

yi+1 = yi + h
90

(7(k1 + k6) + 32(k3 + k5) + 12k4)

dieses Teilintervall sukzessive entsprechend einer Folge von Schrittweiten ver-
feinert wird bis die gewünschte Ordnung oder Genauigkeit erzielt ist. Um die
Schreibweise zu vereinfachen und mehrere Indizes zu vermeiden, nennen wir
das Teilintervall im Folgenden [a, b]. Der Anfangswert bei x0 = a sei mit
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y0 bezeichnet. Im ersten Schritt lautet die modifizierte Tangententrapezregel
dann folgendermaßen.

Mit der Schrittweite h0/2 mit h0 = b − a wird zuerst das Euler-Verfahren
angewandt:

y1 = y0 +
h0

2
f (x0, y0) ,

gefolgt von der Tangententrapezformel

y2 = y0 + h0 f
(

a + b
2

, y1

)
.

Das Verfahren wird dann mit der Endformel

y2 =
1
2

(y1 + y2 + h0f (b, y2))

abgeschlossen. Der Endwert y2 entspricht der mit der Schrittweite h0/2 be-
rechneten Näherung von y(b). Die ganze Prozedur wird in den nächsten
Schritten mit kleineren Schrittweiten sukzessive wiederholt und verbesser-
te Näherungswerte mit der Fehlerextrapolationsformel berechnet. Allgemein
im k -ten Schritt sieht das Extrapolationsverfahren dann wie folgt aus:

Schritt 1: Berechne die Schrittweite

hk =
b − a
nk

.

Schritt 2: Anlaufrechnung mit dem Euler-Verfahren

y1 = y0 + hk f (x0, y0) . (2.64)

Schritt 3: Tangententrapezformel

yj = yj−2 + 2hk f (xj−1, yj−1), j = 2, 3, . . . ,nk . (2.65)

Schritt 4: Endformel

Tk ,1 =
1
2

(ynk−1 + ynk
+ hk f (xnk

, ynk
)) . (2.66)

Diese Schritte werden für verschiedene nk durchgeführt.
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Bei der Romberg-Folge ergibt sich

k 1 2 3 4 5 . . .
nk 2 4 8 16 32 . . .

Dies ist einfacher bei der Programmierung, bringt aber für größere nk wie
schon beim Romberg-Verfahren einen höheren Rechenaufwand mit sich als
die Bulirsch-Folge:

k 1 2 3 4 5 6
nk 2 4 6 8 12 16

.

Wie beim Romberg-Verfahren werden aus den Tk ,1 dann die Tk ,2 nach der
Formel

Tk ,2 = Tk ,1 +
Tk ,1 − Tk−1,1(

hk−1
hk

)2

− 1
(2.67)

und allgemein

Tk ,j = Tk ,j−1 +
Tk ,j−1 − Tk−1,j−1(

hk−1
hk

)2(j−1)

− 1
(2.68)

berechnet.

Bemerkung: Dieses Extrapolationsverfahren kann auf verschiedene Art und
Weise programmiert werden. Es ist möglich, die Ordnung des Verfahrens
vorzugeben und dann in jedem Teilintervall entsprechend dieser Vorgabe ab-
zubrechen. Der große Vorteil der Extrapolation ist jedoch die mitgelieferte
Fehlerabschätzung. So ist die sinnvollere Implementierung eine, welche durch
die gewünschte Genauigkeit gesteuert wird. Zu der vorgegebenen Genauig-
keit wird durch Vergleich der Werte Tk ,j entschieden, ob zu einer weiteren
Rechnung mit nk+1 Stützstellen übergegangen werden muss.

2.6 Schrittweitenkontrolle und Fehlerschätzer

Bis auf das Extrapolationsverfahren wurden bislang die Verfahren mit einer
vorgegebenen Schrittweite ausgeführt. Um die Stabilität des Verfahrens zu si-
chern, aber auch um die gewünschte Genauigkeit des Verfahrens zu erhalten,
sollte eine Schrittweitenkontrolle mit der numerischen Simulation einherge-
hen. In Bereichen, in denen sich die Lösung sehr stark ändert, muss eine
relativ kleine Schrittweite gewählt werden, um den Fehler klein zu halten.
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In den Bereichen, in denen die Lösung sich wenig ändert, kann dann eine
große Schrittweite gewählt werden, um den Rechenaufwand zu verringern.
Die Schrittweite muss gewissermaßen dem Lösungsverlauf angepasst werden.
Die Effizienz des Verfahrens hängt sehr stark von einer guten Schrittweiten-
steuerung ab.

Bei der Untersuchung des Konvergenzverhaltens der Sehnentrapezregel hat-
ten wir festgestellt, dass die Iteration nur konvergiert, falls die Schrittkenn-
zahl kleiner zwei ist. Bei dem Verfahren von Heun wird die Iteration auf nur
einen Iterationsschritt reduziert. Dies reicht nur dann aus - ohne dass die
Genauigkeit des Verfahrens sehr schlecht wird - falls eine deutlich kleinere
Schrittkennzahl benutzt wird, z.B. kleiner um den Faktor 10. Eine automa-
tische Schrittweitensteuerung nach diesem Kriterium wurde in Kapitel
2.1 sieht wie folgt aus:

1. Berechne yi+1

2. κi+1 = h |fy(xi+1, yi+1)|

3. Mittle: κ : = 1
2 (κi + κi+1)

4. Ist κ ≥ 0.2 ⇒ h := 1
2h und letzten Schritt wiederholen.

Ist κ ≤ 0.05 ⇒ h := 2h und weiter rechnen.
Ist 0.05 < κ < 0.2 ⇒ Schrittweite beibehalten und weiter rechnen.

Real: x , y , h, κalt, κ, fy , fy

Übernehme x , y , h und κalt

fy = fy(x , y)

κ = 1
2
(κalt + h|fy |)

.

................................................
................................................

................................................
................................................

................................................
................................................

................................................
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Falls κ

≥ 0, 2

h = 1
2
h

κ ≤ 0, 05

h = 2h

sonst

Tu nichts

bis κ < 0, 2

Gib h und κ zurück

Abb. 2.16. Schrittweitensteuerung als Unterprogramm
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Ein Struktogramm, in dem die Schrittweitenkontrolle in einem separaten Un-
terprogramm ausgeführt wird, ist in Abbildung 2.16 dargestellt. Hier werden
die aktuellen Werte von x und y sowie der jeweils letzte Wert von κ und der
Schrittweite h übergeben.

Bei der klassischen Variante des Runge-Kutta-Verfahrens 4.Ordnung erhält
man automatisch eine Abschätzung der Ableitung fy mitgeliefert und kann
damit die Schrittkennzahl berechnen. Nach der Tabelle 2.4 ergibt sich aus

k2 = f
(

xi +
h
2
, yi +

h
2
k1

)
,

k3 = f
(

xi +
h
2
, yi +

h
2
k2

)
eine Näherung für fy mit Hilfe des Differenzenquotienten zu

fy ≈ k3 − k2

yi + h
2 k2 − yi − h

2 k1

=
k3 − k2

h
2 (k2 − k1)

. (2.69)

Dies wird dadurch ermöglicht, dass k2 und k3 das gleiche erste Argument
xi + h/2 besitzen. Die abgeschätzte Schrittkennzahl ergibt sich dann in der
einfachen Form zu

κ = h|fy | = 2
∣∣∣∣k3 − k2

k2 − k1

∣∣∣∣ . (2.70)

Eine Schrittweitensteuerung kann analog wie oben durchgeführt werden.

Eine andere Möglichkeit ist die direkte Abschätzung des Fehlers wie bei
einem Extrapolationsverfahren. Es werden zwei Rechnungen mit verschiede-
nen Schrittweiten durchführen. Nehmen wir z.B. h und h/2 und bezeich-
nen die Näherungslösungen mit yh und yh/2. Möchte man eine Abschätzung
des Fehlers bekommen, dann kann der Vergleich dieser Näherungswerte Auf-
schluss geben, auf wie viele Stellen die Näherungswerte übereinstimmen und
man kann dies als Maß der Genauigkeit nehmen. Dies ist allerdings keine
garantierte Abschätzung des Fehlers und man sollte hier vorsichtig sein. Eine
weitere Gitterverfeinerung sollte zur Bestätigung durchgeführt werden.

Wenn zwei Rechnungen mit verschiedenen Schrittweiten vorliegen, dann kann
man noch einen Schritt weitergehen und eine Fehlerextrapolation durchfüh-
ren. Weiss man die Konvergenzordnung des Verfahrens und gilt für den glo-
balen Diskretisierungsfehler

yh(xi+1) − y(xi+1) = A0hp + O(hp+1) ,

yh/2(xi+1) − y(xi+1) = 2A0

(
h
2

)p

+ O(hp+1) ,
(2.71)
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wobei die Funktion A0 nur von xi und nicht von h abhängt, dann können
wir den Wert der exakten Lösung y(xi+1) dort eliminieren. Der Faktor 2 in
der zweiten Entwicklung kommt dadurch zustande, dass für h/2 zwei Schritte
durchgeführt werden müssen. Für Runge-Kutta-Verfahren ist dies ausführlich
in [29] abgeleitet. Werden die beiden Gleichungen in (2.71) subtrahiert, dann
wird der exakte Wert eliminiert und man erhält

yh/2 − yh = A0

(
2
(

h
2

)p

− hp

)
. (2.72)

Daraus berechnet sich die führende Fehlerkonstante A0 zu

A0 =
yh/2 − yh

2(1 − 2p−1)
(
h
2

)p .

Dies kann zum Einen benutzt werden, um den Hauptfehlerterm auf der rech-
ten Seite von (2.71) abzuschätzen, zum Anderen können die Näherungswerte
noch verbessert werden, indem man diesen Fehlerterm abzieht.

2.7 Systeme von Differenzialgleichungen
und Differenzialgleichungen höherer Ordnung

Alle hier vorgestellten Verfahren lassen sich auf Systeme erster Ordnung über-
tragen. Ein System erster Ordnung hat zunächst die Form

y ′
1(x ) = f1(x , y1, y2, . . . , yn) ,

y ′
2(x ) = f2(x , y1, y2, . . . , yn) ,

...
...

y ′
n(x ) = fn(x , y1, y2, . . . , yn) .

(2.73)

Die n Funktionen y1, . . . , yn sind eine Lösung des Anfangswertproblems dieses
Differenzialgleichungssystems im Intervall I = [a, b], wenn sie die Gleichun-
gen für alle x ∈ I mit den Anfangsdaten

y1(a) = y1,a , y2(a) = y2,a , . . . , yn(a) = yn,a

erfüllen. In der Vektorschreibweise mit den Vektoren

y =

⎛⎜⎜⎜⎝
y1

y2

...
yn

⎞⎟⎟⎟⎠ , f(x ,y) =

⎛⎜⎜⎜⎝
f1(x ,y)
f2(x ,y)

...
fn(x ,y)

⎞⎟⎟⎟⎠
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können wir das System kurz in der Form

y′ = f(x ,y) (2.74)

schreiben.

Das zugehörige Anfangswertproblem lautet

y′ = f(x ,y), y(a) = ya . (2.75)

Damit hat das System von Differenzialgleichungen erster Ordnung formal ge-
nau dieselbe Schreibweise wie eine einzelne Differenzialgleichung. Die Funk-
tionen sind hier vektorwertige Funktionen von x und dem Vektor y. Dement-
sprechend können die numerischen Methoden formal in der gleichen Art di-
rekt auf Systeme übertragen werden.

Beispiel 2.15. Wir betrachten ein einfaches System bestehend aus den zwei
Differenzialgleichungen

u ′ = 2u + 2v , (2.76)
v ′ = 3u + v . (2.77)

Dabei seien für das Anfangswertproblem geeignete Anfangswerte u(0) = u0

und v(0) = v0 vorgeschrieben.

Wenden wir ein numerisches Verfahren zur Lösung des Anfangswertproblems
für dieses System an, dann wird das numerische Verfahren auf jede dieser
Gleichungen angewandt. Der Einfachheit halber führen wir dies im Folgen-
den für das Euler-Cauchy-Verfahren aus. Die diskretisierte Form der beiden
Gleichungen beim i -ten Schritt lautet

ui+1 = ui + h(2ui + 2vi) , (2.78)
vi+1 = vi + h(3ui + vi) (2.79)

oder in der Vektorschreibweise

yi+1 = yi + h f(xi ,yi) (2.80)

mit

y =
(

u
v

)
, f(x ,y) = f(x , u, v) =

(
2u + 2v
3u + v

)
.

Ganz analog übertragen sich andere Verfahren, indem man diese auf die ein-
zelnen Gleichungen anwendet. �
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Sogenannte steife Differenzialgleichungssysteme ergeben sich bei Vorgängen,
bei denen die Lösung verschiedenartige Anteile enthalten, z.B. sehr unter-
schiedliches Abklingverhalten. Man benötigt hier spezielle numerische Me-
thoden, welche im nächsten Abschnitt kurz angesprochen werden.

In den Anwendungen treten auch oft Anfangswertprobleme für Diffe-
renzialgleichungen höherer Ordnung auf. Ein Anfangswertproblem für
eine Differenzialgleichung m-ter Ordnung hat die Form

y(m) = g
(
x , y , y ′, y ′′, . . . , y(m−1)

)
mit vorgegebenen Anfangswerten

y(i)(a) = ya,i für i = 0, 1, . . . ,m − 1 .

Die Differenzialgleichungen m-ter Ordnung können in ein System von m Dif-
ferenzialgleichungen erster Ordnung überführt werden. Definiert man

ui := y(i−1) für i = 1, 2, . . . ,m ,

so erhält man das System

u ′
i = ui−1 für i = 1, 2, . . . ,m − 1

u ′
m = g(x , u1, u2, . . . , um)

mit den entsprechenden Anfangswerten

ui(a) = ya,i−1 für i = 1, 2, . . . ,m .

Beispiel 2.16. Wir betrachten in diesem Beispiel die Schwingung einer Mas-
se m, welche an zwei gleichen Federn zwischen zwei Wänden aufgehängt ist.
Die Schwerkraft wird dabei vernachlässigt. Die Gleichung für die Auslenkung
aus der Ruhelage y = y(t) lautet

m ÿ + r ẏ + ky = g , (2.81)

wobei r der Reibungskoeffizient, m die Masse, k die Federkonstante und g
eine äußere Kraft ist. Möchte man diese Differenzialgleichung 2. Ordnung
in ein System erster Ordnung überführen, so definiert man nach Gleichung
(2.81)

u1 := y , u2 := y ′ . (2.82)

Man erhält dann die beiden Gleichungen

u̇1 = u2, u̇2 = − r
m

u2 − k
m

u1 + g . (2.83)
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Diese bilden ein System erster Ordnung, welches dann mit Anfangswerten
für u1 und u2 numerisch gelöst werden können, wie es am Anfang dieses
Abschnittes gezeigt wurde. Als System können wir es in der Form

u =
(

u1

u2

)
, f(x ,u) = f(x , u, v) =

(
u2

− k
m u1 − r

m u2 + g

)
.

schreiben. �

Beispiel 2.17. In Beispiel 2.3 wurde das mathematische Modell der Biegung
eines Balkens behandelt. Wird durch Integration der Einzelkräfte nach (2.8)
und (2.9) das Biegemoment M = M (z ) berechnet, dann erhält man das
System erster Ordnung

dφ(z )
dz

= − M (z )
E (z )I (z )

(
1 + φ2

) 3
2 , (2.84)

dv(z )
dz

= φ(z ) , (2.85)

bestehend aus zwei Gleichungen für den Biegewinkel φ und die Durchbiegung
v . Dieses System kann man noch zusammenfassen, indem man (2.85) in die
Gleichung (2.85) einsetzt:

v ′′(z ) = − M (z )
E (z )I (z )

(1 + (v ′(z ))2)
3
2 . (2.86)

Das System 1. Ordnung lässt sich somit umgekehrt als eine Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung umschreiben. �

2.8 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Welches Verfahren ist denn nun das Beste? Wie so oft im Bereich der numeri-
schen Simulation lässt sich diese Frage leider so nicht eindeutig beantworten.
Wir hätten hier dann natürlich auch nur dieses Verfahren vorgestellt. Das
Standardverfahren zur numerischen Behandlung von Anfangswertproblemen
gibt es nicht. Um eine Antwort zu bekommen, muss die Frage etwas an-
ders gestellt werden: Welches Verfahren ist das richtige für ein vorgegebenes
Problem? Betrachtet man die Vor- und Nachteile und die Eigenschaften der
Verfahren, dann bekommt man Hinweise darauf, welches Verfahren das am
besten geeignete für ein gegebenes Problem sein sollte.

Das Euler-Cauchy-Verfahren oder auch das Verfahren von Heun sind
im Allgemeinen zu ungenau und werden für praktische Rechnungen nur in
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Ausnahmefällen eingesetzt. Allerdings sind diese Verfahren sehr schnell, so
dass sie für Anwendungen, die zeitkritisch sind, aber keine hohe Genauigkeit
erfordern, sinnvoll sein können.

Bei den Runge-Kutta-Verfahren ist kein Anlaufstück nötig, sie sind ge-
wissermaßen selbststartend. Sie haben eine feste lokale Fehlerordnung. Es
handelt sich um eine ganze Klasse von Verfahren, so dass, abhängig von der
gewünschten Genauigkeit, ein entsprechendes Verfahren ausgewählt werden
kann. Runge-Kutta-Verfahren sind einfach zu handhaben. Eine automatische
Schrittweitensteuerung, wie sie im vorherigen Abschnitt angesprochen wur-
de, ist verhältnismäßig einfach zu implementieren. All diesen Vorteilen steht
der Nachteil gegenüber, dass zur Berechnung eines neuen Näherungswer-
tes mehrere Funktionsauswertungen zu machen sind, etwa beim klassischen
Runge-Kutta-Verfahren vier. Runge-Kutta-Verfahren mit einer Genauigkeits-
ordnung 5 benötigen 6 Stufen. Das Verhalten, dass die Anzahl der Stufen grö-
ßer als die Ordnung sein muss, setzt sich so fort. Der Rechenaufwand wächst
bei höherer Ordnung somit kräftig an. Die Runge-Kutta-Verfahren sind so-
mit günstig für Probleme, für die keine sehr hohe Genauigkeit gefordert wird
und der Rechenaufwand für die Berechnung der Funktionswerte klein ist.

Der Vorteil der Mehrschrittverfahren ist, dass pro Schritt nur ein oder
auch bei dem Prädiktor-Korrektor-Verfahren nur zwei Funktionsauswertun-
gen nötig sind. Es können Formeln mit beliebig hoher Genauigkeit abgeleitet
werden. Die Nachteile sind demgegenüber, dass die Verfahren ein Anlauf-
stück benötigen, etwa durch ein Runge-Kutta-Verfahren. Eine Schrittweiten-
steuerung ist möglich, aber dadurch, dass bei Änderung der Schrittweite ein
Anlaufstück jeweils neu berechnet werden muss, ist dies deutlich aufwändi-
ger. Ein Mehrschrittverfahren wird man besonders dann anwenden, wenn die
Auswertung von f viel Rechenaufwand benötigt. Statt oder zusätzlich zu ei-
ner Steuerung der Schrittweite können auch Verfahren mit variabler Ordnung
angewandt werden.

Ein Extrapolationsverfahren ist selbststartend und hat keine starre Ord-
nung. Das Verfahren wird gesteuert, indem die Genauigkeit vorgegeben wird,
welche die Näherungslösung haben soll. Neben einer Schrittweitensteuerung
kann die Ordnung des Verfahrens erhöht werden. Dies führt auf die Kon-
struktion sehr effizienter Rechenprogramme. Der Nachteil der Extrapolati-
onsverfahren ist, dass der Rechenaufwand pro Schritt sehr groß werden kann.
Automatische Schrittweitensteuerung und variable Ordnung machen die Im-
plementierung aufwändig. Das Extrapolationsverfahren ist aber oft das Ver-
fahren der Wahl, falls der Aufwand zur Berechnung der Funktion f nicht zu
groß und f sehr glatt ist.

Die Verfahren, die wir in diesem Kapitel vorgestellt haben, sind fast alle
explizite Verfahren. Implizite Verfahren führen auf die Lösung von im All-
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gemeinen nichtlinearen Gleichungssystemen und damit auf einen großen Re-
chenaufwand. Allerdings haben diese Verfahren ein besseres Stabilitätsver-
halten. Dies ist wichtig bei numerischen Methoden für steife Differenzi-
algleichungssysteme. Diese Differenzialgleichungssysteme kommen in ver-
schiedenen Anwendungen der Naturwissenschaften und der Technik vor. Der
Begriff der Steifheit lässt sich nicht genau definieren, sondern an Hand der
Eigenschaft der Lösungen erklären. Steife Differenzialgleichungssysteme be-
schreiben Vorgänge, deren Lösungen sich aus zwei stark unterschiedlichen
Anteilen zusammensetzen, z. B. aus einem sehr schnell und einem langsam
exponentiell abklingenden Anteil. Typische Beispiele sind mathematische Mo-
delle zur Beschreibung chemischer Reaktionen. Hier gibt es Reaktionen mit
sehr unterschiedlichen Geschwindigkeiten. Im Spezialfall eines linearen Pro-
blems

y′(x ) = A · y(x ) , y(x0) = y0 . (2.87)

nennt man das System steif, wenn die negativen Realteile der Eigenwerte der
Matrix A sehr unterschiedlich sind. Der Quotient des größten und des kleins-
ten Eigenwertes ist somit ein Maß der Steifheit. Die Realteile der Eigenwerte
bestimmen das exponentielle Abklingverhalten in der Lösung. Die Schritt-
weite bei einem expliziten Verfahren muss so klein sein, dass das Verfahren
bezüglich des schnellsten Abklingens stabil ist.

Betrachtet man chemische Reaktionen und möchte wissen, aus was sich der
Stoff nach einer längeren Zeit zusammensetzt, so erfordert das explizite Ver-
fahren Zeitschritte, welche eine Auflösung der zeitlichen Entwicklung jeder
Reaktion erlaubt. Ist die zeitliche Auflösung einer schnellen Reaktion zur
Beschreibung des Gesamtvorgang nicht nötig, könnte man die entsprechen-
den Reaktionen direkt durch das Gleichgewicht ersetzen, dann erfordert das
numerische Verfahren viel zu kleine Zeitschritte. Das Gesamtreaktion ist da-
durch vielleicht in sinnvoller Zeit nicht mehr zu lösen oder Rundungsfehler
wachsen an. In diesem Fall wendet man ein implizites Verfahren mit einem
besseren Stabilitätsverhalten an. Wir werden steife Problem hier nicht wei-
ter betrachten und verweisen auf die Diskussion und Ausführungen in der
Spezialliteratur.

Weiterführende Literatur zur numerischen Lösung von steifen und nicht-
steifen Anfangswertproblemen für gewöhnliche Differenzialgleichungen sind
die Bücher über numerische Mathematik von Deuflhard und Bornemann [14],
Stoer und Bulirsch [59]. Eine projektorinetierte Einführung insbesondere für
Ingenieure findet sich in [3]. Spezielle Monographien über AWP sind die Bü-
cher von Hairer, Nørsett und Wanner [28], Hairer und Wanner [29], Strehmel
und Weiner [62] sowie Grigorieff [22],[23]. Programme zur numerischen Lö-
sungen von gewöhnlichen Differenzialgleichungen gibt es sowohl für steife als
auch nicht-steife Probleme in [47] und den großen Bibliotheken von NAG [45]
und IMSL [68]. Auch in MATLAB werden mehrere Programme angeboten.
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Im Internet werden verschiedene Programme von den Autoren der Bücher
Deuflhard und Bornemann [14] und Hairer, Nørsett und Wanner [28], [29]
angeboten, siehe auch http://www.netlib.org/.

2.9 Beispiele und Aufgaben

Nach der Herleitung von Näherungsverfahren werden in diesem Abschnitt
Beispiele aufgegriffen, welche wir am Anfang des Kapitels zur Motivation
vorgestellt haben, und numerisch gelöst. Das einfachste Modell zur Popula-
tionsdynamik in Beispiel 2.1 haben wir schon als Testproblem zur Untersu-
chung der Stabilität von Näherungsverfahren herangezogen. In Beispiel 2.2
wurde ein einfache Bewegungsgleichung für den Flug in konstanter Höhe oh-
ne Richtungsänderung angegeben. Wir wollen dieses Problem als erstes hier
wieder aufgreifen.

Beispiel 2.18 (Flug in konstanter Höhe, mit Maple-Worksheet).
Wir lösen die am Anfang des Kapitels vorgestellte Bewegungsdifferenzial-
gleichung für ein Flugzeug in konstanter Höhe

v̇ = a0 − a1v2 − a2

v2
:= f (v) (2.88)

mit den konstanten Koeffizienten

a0 =
F
m

, a1 =
ρS cW0

2m
, a2 =

2k G2

m ρS
.

Für die Zahlenwerte

cW0 = 0.02 , G = 200000 N , g = 9.81 m/s2 , k = 0.2 , S = 50 m2

ergeben sich die Koeffizienten zu

a0 = 7.0898 m/s2 , a1 = 2.3633 · 10−5 1/m , a2 = 16289 kg/s4 .

Dabei hat man noch ausgenutzt, dass sich die Masse aus dem Gewicht ent-
sprechend m = G/g ergibt. Die Luftdichte wurde als exponentielle Funktion
der Höhe modelliert:

ρ = ρ0e−βh

mit
β = 1.2 · 10−4 1/m und ρ0 = 1.225 kg/m3 .
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Der Schub wird als proportional zur Luftdichte angenommen:

F = F0ρ mit F0 = 150000 m4
/s2 .

In dem vorliegenden Modell gibt es zwei Nullstellen v1 und v2 der Funktion

Abb. 2.17. Längsbeschleunigung als Funktion der Geschwindigkeit

f (v), beide mit positiver Geschwindigkeit. Es gilt

f (v) > 0 für v1 < v < v2 .

Die Werte für v1 und v2 ergeben sich aus der Gleichung

a0 − a1v2 − a2

v2
= 0 .

Durch Substitution lässt sie sich in eine quadratische Gleichung überführen
und lösen. In diesem Modell müsste somit für jeden Anfangswert größer als v1

der stationäre Zustand v2 nach einer gewissen Zeit erreicht werden. Die Werte
v1 und v2 sind die Grenzen der Flugenvelope. Der Wert v2 stellt ein stabiles
Gleichgewicht dar. Ist die Geschwindigkeit etwas größer als v2, dann ist die
Funktion f (v) negativ und die Geschwindigkeit wird bis v2 wieder reduziert.
Der Wert v1 ist ein instabiles Gleichgewicht. Ist v ein klein wenig größer als
v1, dann wird die Lösung gegen den stabilen Gleichgewichtswert v2 streben.
Ist die Geschwindigkeit kleiner als v1, dann nimmt die Geschwindigkeit wei-
ter kontinuierlich ab. Das sollte für das Flugzeug nicht so günstig sein. Das
Modell ist somit nur in dem Bereich > v1 sinnvoll. In dem Worksheet wird
das Runge-Kutta-Verfahren auf dieses Problem angewandt. �



110 2 Systeme von DGLn und DGLn höherer Ordnung

Abb. 2.18. Tiefpass

Beispiel 2.19 (Elektrische Schaltungen, mit Maple-Worksheet). In
diesem Beispiel kommen wir auf die in Beispiel 2.4 modellierte Schaltung
eines Tiefpasses 5. Ordnung zurück (siehe Abbildung 2.9.) Auf jede der Dif-
ferenzialgleichungen

dU1

dt
= ((U0 − U1)/R − I1)/C1 (2.89)

dI1
dt

= (U1 − U2)/L1 (2.90)

dU2

dt
= (I1 − I2)/C2 (2.91)

dI2
dt

= (U2 − U3)/L2 (2.92)

dU3

dt
= (I2 − U3/R)/C3 (2.93)

wenden wir das Euler-Cauchy-Verfahren an. Für die Rechnung wählen wir
L1 = L2 = 1; C1 = C3 = 1; C2 = 2; R = 0.8; setzen tmax = 90, dt = tmax/500
und simulieren die Schaltung für unterschiedliche Eingangssignale.

(1.) Die Eingangsspannung sei eine Wechselspannung

U0(t) = sin(ωt).

Variiert man ω zwischen 0.5 und 2.0, so erhält man für die Amplitude der
Ausgangsspannung

ω 0.5 0.75 1.0 1.25 1.5 1.75 2.0
UA 0.5 0.5 0.5 0.42 0.17 0.065 0.029

Man erkennt, dass die Ausgangsamplitude bei Frequenzen zwischen 1.25 und
1.5 drastisch abfällt; dies spiegelt den Tiefpasscharakter der Schaltung wider:
Tiefe Frequenzen können die Schaltung passieren (UA ≈ 0.5), hohe Frequen-
zen werden gesperrt (UA � 0.5).
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Abb. 2.19. Ausgangssignal für das Eingangssignal U0 = sin(ωt) mit ω = 1

(2.) Um einen Einschaltvorgang zu simulieren, setzen wir als Eingangsspan-
nung die Sprung- oder Heaviside-Funktion. Für negative Zeiten hat diese den
Wert 0 und springt bei t = 0 auf den Wert 1. In Maple wird diese Funktion
mit Heaviside(t) bezeichnet: U0(t) := Heaviside(t). Der Wert an der Stelle
t = 0 muss explizit definiert werden: Heaviside(0.):=0.

(a) Sprungantwort (b) Impulsantwort für T = 0.5

Abb. 2.20. Simulationsergebnisse

Das zur Sprungfunktion gehörende Antwortsignal ist in Abbildung 2.19a ge-
zeichnet. Da dieses Antwortsignal die Reaktion des Systems auf die Sprung-
funktion ist, nennt man sie die Sprungantwort.

(3.) Wir wählen als weiteres Eingangssignal einen Impulsstoß mit Breite T
und Höhe 1/T . Damit regen wir das System impulsartig an. Der Impulsstoß
lässt sich in Maple mit

U0(t) := 1/T ∗ (Heaviside(t) − Heaviside(t − T )), Heaviside(0.) := 0

realisieren. Die Ausgangsspannung nennt man zugehörig die Impulsantwort,
siehe Abbildung 2.19b. �
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Aufgabe 2.1 (Vergleich verschiedener AWP-Löser). Lösen sie das An-
fangswertproblem

y ′(x ) = sin (x ) y , y(0) = 1

im Intervall [0, 4] mit den in diesem Kapitel vorgestellten Einschrittverfah-
ren (Euler-Cauchy, verb. Euler-Cauchy, Heun sowie Runge-Kutta 3. und 4.
Ordnung). Im Worksheet wird der L2-Fehler

L2 =

√∫
(uexakt − unumerisch)2 dx

dieser Verfahren berechnet. Verkleinern sie die Schrittweiten aller Verfahren,
um die Genauigkeit des Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung mit 10 Schritten
zu erhalten. An Hand der Verfahrensordnung kann man dabei abschätzen, wie
groß die Schrittweite sein müsste.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 2.2 (Schrittweitensteuerung). Lösen sie das Anfangswertpro-
blem

y ′′(x ) = sin (x ) y2, y(0) = −4

im Intervall [0, 5] mit dem Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung mit Schritt-
weitensteuerung. Die Abbildung 2.21 zeigt eine sehr gute Übereinstimmung
der Näherungswerte mit der exakten Lösung. Man sieht, wie die Stützstellen
abhängig vom Lösungsverhalten ungleichmäßig verteilt sind.

Exakt
Curve 2

 

–4

–3.5

–3

–2.5

–2

–1.5

–1

–0.5

0 1 2 3 4 5
xs

Abb. 2.21. Lösung des Anfangswertproblems mit Schrittweitensteuerung

Lösung: Maple-Worksheet �



3 Rand- und Eigenwertprobleme gewöhnlicher
Differenzialgleichungen

Am Anfang des Kapitels 2 über Anfangswertprobleme hatten wir als Beispiel
die Durchbiegung eines eingespannten Balkens, mit konstanter Streckenlast
betrachtet. Dieses Problem könnte sich in der Anwendung auch in der Form
stellen, dass der Balken auf beiden Seiten aufliegt. Diese beidseitige Lage-
rung führt auf zwei Randwerte für das Problem (siehe Abbildung 3.1). Die
Differenzialgleichung, welche das Verbiegen beschreibt und in (2.86) als Dif-
ferenzialgleichung 2.Ordnung geschrieben wird, bleibt dieselbe

y ′′(x ) = − M (x )
E (x )I (x )

(
1 + (y ′(x ))2

) 3
2 in [0, l ] , (3.1)

aber es sind jetzt die zwei Randwerte

y(0) = 0, y(l) = 0 (3.2)

vorgegeben. Es ist hier eine Lösung der Differenzialgleichung gesucht, welche
an zwei verschiedenen Punkten vorgegebene Werte annimmt. Man nennt ein
solches Problem ein Randwertproblem.

q

Abb. 3.1. Aufgelegter Balken

Im Gegensatz zum Anfangswertproblem können wir nun nicht mehr von ei-
nem Punkt aus losrechnen. Auch die Frage von Existenz- und Eindeutig-
keitsaussagen für die Lösung von Randwertproblemen ist schwieriger zu be-
antworten. Wir können hier auf die Theorie nicht im Detail eingehen, sondern
werden die verschiedenen Möglichkeiten an Hand des linearen Falls erörtern.
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3.1 Vorbemerkungen und Begriffsbestimmungen

Wir befassen uns zunächst mit linearen Differenzialgleichungen höherer Ord-
nung, wie z.B. der Differenzialgleichung 2. Ordnung

y ′′(x ) = r(x ) − q(x )y(x ) − p(x )y ′(x )

mit zumindest stetigen Funktionen r = r(x ), q = q(x ) und p = p(x ). Linear
heißt, dass die gesuchte Funktion y = y(x ) und alle auftretenden Ableitungen
von y linear vorkommen; eine Nichtlinearität in x ist zugelassen.

Die Mathematik besagt, dass die allgemeine Lösung von linearen inhomoge-
nen Differenzialgleichungen n-ter Ordnung, Li , sich zusammensetzt aus der
allgemeinen homogenen Lösung, Lh , plus einer speziellen Lösung yp(x ) der
inhomogenen Differenzialgleichung:

Li = Lh + yp(x ) .

Dabei stellt die Lösungsmenge des homogenen Problems, Lh , einen n-
dimensionalen Vektorraum dar. In unserem Beispiel für die Differenzialglei-
chung 2. Ordnung ist

y(x ) = c1y1(x ) + c2y2(x ) + yp(x ) (3.3)

die allgemeine Lösung, wenn y1 = y1(x ), y2 = y2(x ) ein Fundamental-System
bildet, d.h. y1 und y2 sind linear unabhängige Lösungen der homogenen Dif-
ferenzialgleichung, und yp = yp(x ) ist eine spezielle (partikuläre) Lösung
der inhomogenen Differenzialgleichung. Die Situation bei den Anfangswert-
problemen ist die folgende: Durch die Angabe zweier Anfangsbedingungen
y(a) = y0 und y ′(a) = y ′

0 werden die freien Parameter c1 und c2 bestimmt.
Damit ist das Anfangswertproblem eindeutig festgelegt und mit gewissen Ste-
tigkeitsvoraussetzungen an die rechte Seite f immer lösbar.

Um die beiden Konstanten c1 und c2 festzulegen, kann man statt der Vorgabe
der Anfangswerte y(a), y ′(a) zwei Randwerte y(a) und y(b) spezifizieren.

Randwertproblem (RWP): Sind für die Differenzialgleichung der Form

y ′′(x ) = r(x ) − q(x )y(x ) − p(x )y ′(x ) in [a, b] (3.4)

die Randbedingungen
y(a) = α, y(b) = β (3.5)

gegeben, nennt man dies das Randwertproblem für (3.4).

Die Differenzialgleichung 2. Ordnung ist gewissermaßen ein Standard-Typ für
ein Randwertproblem. Sie treten aber auch in anderer Form auf.
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Da man jede Differenzialgleichung n-ter Ordnung der Form

y(n)(x ) = f (x , y(x ), . . . , y(n−1)(x ))

in ein Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung transformieren kann, ist ein
weiterer Standard-Typ allgemein das System erster Ordnung

y′(x ) = f(x ,y(x )) in [a, b] . (3.6)

Die Randbedingungen können dabei in verschiedenen Formen auftreten. Für
ein System aus n Gleichungen wird man erwarten, dass n Randbedingungen
gefordert werden - eine gewisse Anzahl bei x = a und die restlichen bei x = b.
Ganz allgemein kann man Randbedingungen in der Form

Ay(a) + By(b) = r (3.7)

mit den n × n-Matrizen A und B fordern.

Die Frage der Existenz einer Lösung des Randwertproblems ist weitaus
schwieriger als bei einem Anfangswertproblem. Ein Randwertproblem besitzt
nicht immer eine Lösung. Wesentlich ist, ob das Randwertproblem homogen
ist oder nicht. Für das eingangs gestellte lineare Problem in Gleichung (3.4)
wird dies im Folgenden kurz diskutiert.

Definition: Gegeben sei das Randwertproblem (RWP)

y ′′(x ) + p(x )y ′(x ) + q(x )y(x ) = r(x ) x ∈ [a, b] ,

y(a) = α, y(b) = β .

1. Für r(x ) ≡ 0, α = β = 0 nennt man das RWP (voll) homogen bzw.
ein Eigenwertproblem (EWP).

2. Für r(x ) = 0 nennt man das RWP halb homogen.
3. Für r(x ) �= 0 nennt man das RWP inhomogen.

3.1.1 Homogenes Randwertproblem (Eigenwertproblem)

Das homogene Problem

y ′′(x ) + p y ′(x ) + q y(x ) = 0 mit y(a) = y(b) = 0

hat als allgemeine Lösung

y(x ) = c1y1(x ) + c2y2(x )
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mit zwei linear unabhängigen Lösungen y1 und y2. Die Koeffizienten c1 und
c2 bestimmt man aus den Randbedingungen

y(a) = c1y1(a) + c2y2(a) = 0
y(b) = c1y1(b) + c2y2(b) = 0

}
⇒
(

y1(a) y2(a)
y1(b) y2(b)

)(
c1

c2

)
=
(

0
0

)
.

Damit nichttriviale Lösungen (d.h. Koeffizienten ci �= 0) des Randwertpro-
blems existieren, muss die Determinante der Matrix verschwinden:

D =
∣∣∣∣y1(a) y2(a)
y1(b) y2(b)

∣∣∣∣ = y1(a)y2(b) − y1(b)y2(a) = 0.

Nur wenn obige Randwert-Determinante D für die Fundamentallösungen Null
ergibt, ist das Problem nichttrivial lösbar. Unter der Bedingung D = 0 gilt
dann

c2 = −c1
y1(a)
y2(a)

,

so dass

y(x ) = c
(

y1(x ) − y1(a)
y2(a)

y2(x )
)

. (3.8)

Das Randwertproblem ist also nur bis auf eine Konstante bestimmt. Wenn
ein homogenes Randwertproblem lösbar ist, dann hat es“ähnliche“ Lösungen,
welche sich durch eine Konstante unterscheiden. Man spricht hier von einem
Eigenwertproblem.

3.1.2 Inhomogenes Randwertproblem

Das inhomogene Randwertproblem

y ′′(x ) + p y ′(x ) + q y(x ) = r(x ) mit y(a) = α, y(b) = β

hat die allgemeine Lösung

y(x ) = c1y1(x ) + c2y2(x ) + yp(x ),

wenn yp(x ) eine partikuläre Lösung darstellt. Die Konstanten ci erhält man
wieder aus den Randbedingungen

y(a) = c1y1(a) + c2y2(a) + yp(a) = α
y(b) = c1y1(b) + c2y2(b) + yp(b) = β

}
⇒
(

y1(a) y2(a)
y1(b) y2(b)

)(
c1

c2

)
=
(

α − yp(a)
β − yp(b)

)
.

Damit dieses lineare Gleichungssystem für c1, c2 lösbar ist, muss die
Randwert-Determinante
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D �= 0

sein. Dann gilt z.B. nach der Cramerschen Regel

c1 =
1
D

∣∣∣∣α − yp(a) y2(a)
β − yp(b) y2(b)

∣∣∣∣, c2 =
1
D

∣∣∣∣y1(a) α − yp(a)
y1(b) β − yp(b)

∣∣∣∣ .
Also ist das inhomogene Randwertproblem nur lösbar, wenn das homogene
nur die triviale Null-Lösung besitzt. Für alle Randwertprobleme, also auch
für solche höherer als 2.Ordnung, gilt der Fredholmsche Alternativsatz

RWP homogen RWP inhomogen
D = 0 nichttriviale Lösungen exis-

tieren, sind aber nur bis auf
eine Konstante eindeutig.

i.A. keine Lösung bei beliebi-
gen Randwerten.

D �= 0 nur triviale Lösung y(x ) = 0
existiert.

eindeutig lösbar.

Die eigentlichen Randwertprobleme treten bei inhomogenen Gleichungen auf,
für die D �= 0 zu fordern ist. Diese werden in diesem Kapitel im Zentrum
stehen.

3.2 Schießverfahren

Wir betrachten im Folgenden das Randwertproblem für eine Differenzialglei-
chung 2. Ordnung in der Form

y ′′ = f (x , y , y ′) , (3.9)
y(a) = α, y(b) = β . (3.10)

Diese Differenzialgleichung 2. Ordnung schreiben wir als System 1. Ordnung
um, wie wir dies schon im Kapitel 2 durchgeführt haben:

y′ = f(x ,y) (3.11)

mit y =
(

y1

y2

)
=
(

y
y ′

)
, f(x ,y) =

(
y2

f (x , y1, y2)

)
. (3.12)

Die zugehörigen Randwerte ergeben sich dann in der Form

y1(a) = α, y1(b) = β . (3.13)

In Gleichung (3.7) hat in diesem Fall die Matrix A eine 1 in der ersten Zeile
und ersten Spalte, die Matrix B eine 1 in der ersten Spalte und zweiten Zeile
und sonst überall Nullen, der Vektor r besitzt die Komponenten α und β.
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Bei einem Randwertproblem können wir nicht mehr einfach schrittweise vom
Anfangspunkt bis zum Endpunkt durchrechnen wie bei einem Anfangswert-
problem. Betrachten wir das AWP für die Differenzialgleichung (3.9), dann
müssen zwei Anfangswerte vorgegeben sein, zum Beispiel

y(a) = α, y ′(a) = γ . (3.14)

Das entspräche bei der Umformulierung in ein System 1. Ordnung (3.11) gera-
de der Vorgabe der Werte der beiden Komponenten y1(a) = α und y2(a) = γ
an der Stelle x = a. Dieses AWP (3.9), (3.14) können wir so deuten, dass
neben dem Funktionswert die Steigung von y an der Stelle x = a vorgegeben
wird.

Abb. 3.2. Schießverfahren

Die Idee beim Schießverfahren (Shooting-Methode) ist somit, das AWP in
der Art und Weise zu lösen, dass im Laufe des Verfahrens eine Steigung α2

so gefunden wird, dass die Lösungskurve y = y(x ) durch (b, β) verläuft. In
Abbildung 3.2 ist ein ”Schuss“ über das Ziel, ein Schuss unter das Ziel und
ein Treffer eingezeichnet. Alle Methoden zur Lösung der AWP als System
1. Ordnung in der Form (3.11), welche wir in Kapitel 2 kennen gelernt ha-
ben, können hier angewandt werden. Das RWP ist damit auf die Lösung von
AWPen zurückgeführt. Es bleibt eine gute Strategie zu entwickeln, wie die

”richtige“ Steigung von y im Punkt x = a schnell gefunden wird.
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Zusammenfassung: Die Idee beim Schießverfahren ist, statt dem Rand-
wertproblem für die Differenzialgleichung 2.Ordnung (3.9), (3.10) das An-
fangswertproblem für das System 1.Ordnung

y ′
1 = y2 , (3.15)

y ′
2 = f (x , y1, y2) (3.16)

mit

y1(a) = α, y2(a) = γ , (3.17)

zu lösen und γ so zu bestimmen, dass y1(b) = β wird.

Wir betrachten zunächst lineare Differenzialgleichungen. Für ein lineares Pro-
blem ist die Strategie einfacher, da die Lösung linear aus zwei Lösungen des
Anfangswertproblems zusammengesetzt werden kann.

3.2.1 Lineare Probleme

Die numerische Lösung eines linearen Randwertproblems einer Differenzial-
gleichung 2. Ordnung in der Form (3.4) mit den Randwerten (3.17) wird im
Folgenden beschrieben. Diese Lösung bezeichnen wir mit yh . Wie oben kurz
beschrieben erhalten wir die numerische Lösung dieses Randwertproblems
mit Hilfe der numerischen Lösung des Anfangswertproblems für das System
1. Ordnung (3.15). Diese Lösung ist ein Vektor yh mit den Komponenten yh,1

und yh,2. Dabei stimmt die erste Komponente des Vektors y bzw. des Vek-
tors mit den Näherungswerten yh mit der Lösung der Differenzialgleichung
2. Ordnung (3.9) yh überein: yh = yh,1.

1. Schritt: Löse zweimal das Anfangswertproblem (3.15) mit den Anfangs-
werten y1(a) = α und y2(a) = γ(1) bzw. y2(a) = γ(2). Dabei sind die An-
fangswerte γ(1) und γ(2) beliebig gewählt. Sie stellen Anfangswerte für die
Steigung der Lösung y = y(x ) dar, da y2(a) = y ′(a). Dies liefert die numeri-
schen Lösungen y(1)

h und y(2)
h :

γ(1) =⇒ y(1)
h ,

γ(2) =⇒ y(2)
h .

2. Schritt: Superposition:

y(x ) = K1y
(1)
h + K2y

(2)
h . (3.18)

K1 und K2 werden so bestimmt, dass die richtigen Randwerte angenommen
werden:
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x = a : K1y
(1)
h,1(a) + K2y

(2)
h,1(a) = α ,

x = b : K1y
(1)
h,1(b) + K2y

(2)
h,1(b) = β .

Dies ist ein lineares Gleichungssystem, welches sich nach K1 und K2 auflösen
lässt. Man erhält:

K1 =
y(2)
h,1(b) − β

y(2)
h,1(b) − y(1)

h,1(b)
, K2 = 1 − K1 (3.19)

und damit die gesuchte Näherungslösung.

Lineares Schießverfahren

Real: α, β, a, b, h,K1,K2, steig1 , steig2

Real Feld (0..NN ): y , y(1), y(2), x

Integer: N , i

Übernehme (a, b, α, β,N , steig1 , steig2 )

h =
b − a

N

i = 0

Solange i ≤ N

xi = a + ih

i = i + 1

AWP-Löser(x , y(1), α, steig1 ,N )

AWP-Löser(x , y(2), α, steig2 ,N )

K1 =
y

(2)
N − β

y
(2)
N − y

(1)
N

K2 = 1 − K1

i = 0

Solange i ≤ N

yi = K1y
(1)
i + K2y

(2)
i

i = i + 1

Gib (xi , yi) für i = 1, 2, . . . , N zurück

Abb. 3.3. Das Schießverfahren für ein lineares Problem 2. Ordnung

Ein Unterprogramm in Form eines Struktogramms ist in Abbildung 3.3 an-
gegeben.
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3.2.2 Nichtlineare Probleme

Für das nichtlineare Randwertproblem (3.9), (3.10) wird das Verfahren et-
was aufwändiger. Die Vorgehensweise erfolgt dann iterativ. Es wird eine Folge
γ(ν) erzeugt, die gegen die Steigung konvergiert, für welche die zugehörige Lö-
sung den Randwert y(b) = β erfüllt. Wir bezeichnen wiederum mit y = y(x )
die Lösung der Differenzialgleichung 2. Ordnung (3.9) und mit dem Vektor
y = y(x ) die Lösung des zugehörigen Systems 1. Ordnung (3.11). Es gilt dabei
insbesondere y = y1, wobei y1 die erste Komponente des Vektors y ist. Be-
zeichnen wir die numerische Lösung des AWP (3.15) mit dem freien Parame-
ter γ(ν) als yh(x ; γ(ν)), dann suchen wir das γ(ν), für welches yh(b; γ(ν)) ≈ β
im Rahmen der gewünschten Genauigkeit gilt. Der Wert yh(x ; γ(ν)) ist da-
bei der Wert der ersten Komponente des Vektors yh(x ; γ(ν)). Anders ausge-
drückt: Wir suchen die Nullstelle der Funktion

ϕ = ϕ(γ(ν)) = yh(b; γ(ν)) − β . (3.20)

Hier wurde der Einfachheit halber für die numerische Lösung yh = yh(x )
geschrieben, obwohl diese nur an den Gitterpunkten definiert ist. Das nicht-
lineare Schießverfahren läuft jetzt in den folgenden drei Schritten ab.

1. Schritt: Es werden zwei Testrechnungen mit vorgegebenen beliebigen
Werten für γ(1) und γ(2) berechnet. Die numerische Lösung des AWP lie-
fert dann

γ(1) =⇒ yh(b; γ(1)) := y(1)
b ,

γ(2) =⇒ yh(b; γ(2)) := y(2)
b ,

wobei y(1)
b und y(2)

b die Näherungswerte an der Stützstelle x = b bezeichnen.

2. Schritt: Berechne
y(1)
b − β, y(2)

b − β .

3. Schritt: Auffinden der Nullstelle. Im Allgemeinen wird keiner der Werte
im Rahmen der gewünschten Genauigkeit ungefähr Null sein. Als einfachste
Methode, eine neue Steigung anzugeben, wenden wir das Bisektionsverfahren
an. Gilt

(y(1)
b − β)(y(2)

b − β) < 0 , (3.21)

dann sei

γ(neu) =
1
2
(γ(1) + γ(2)) . (3.22)
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Nun setzt man

γ(2) := γ(neu), falls (y(neu)
b − β)(y(1)

b − β) < 0

oder
γ(1) := γ(neu), falls (y(neu)

b − β)(y(2)
b − β) < 0

und lässt den anderen Wert ungeändert. Danach geht es mit Schritt 1 wieder
weiter: Es wird zu der neuen Anfangssteigung wiederum das Anfangswertpro-
blem gelöst und die Schritte 2 und 3 ausgeführt bis die gesuchte Genauigkeit
erreicht ist.

Ist (3.21) nicht erfüllt, dann liegt die gesuchte Nullstelle nicht im Intervall,
welches durch die Grenzen γ(1) und γ(2) gebildet wird. Man muss dann das
betrachtete Intervall vergrößern. Es wird dabei vorausgesetzt, dass es genau
eine Nullstelle gibt. Nimmt man den Schnittpunkt der Geraden durch die
Punkte (γ(1), y(1)

b ) und (γ(2), y(2)
b ) mit der γ-Achse, so erhält man

γ = γ(1) − (y(1)
b − β)(γ(2) − γ(1))

y(2)
b − y(1)

b

.

Man setzt dann γ(1) = γ oder γ(2) = γ und versucht damit, die Nullstellen
einzufangen.

Bemerkung: Das Bisektionsverfahren konvergiert recht langsam. Man wird
hier im Allgemeinen bessere Iterationsverfahren für nichtlineare Gleichungs-
systeme einsetzen. Eine kurze Übersicht und weiterführende Literatur sind
in Anhang B aufgeführt.

Beispiel 3.1 (Balkenbiegung, mit Maple-Worksheet). Das Schießver-
fahren wird auf das nichtlineare Randwertproblem

y ′′(x ) = −q
2

x (x − 1)
EI

(1 + y ′(x )2)(
3
2 ), y(0) = y(1) = 0 (3.23)

angewendet. Dies entspricht der Differenzialgleichung (3.1), welche die Bie-
gung eines Balkens der Länge 1 beschreibt und in Kapitel 2 und am An-
fang dieses Kapitels diskutiert wird. Vorgegeben ist hier das Biegemoment
M (x ) = q

2 x (x − 1), der Elastizitätsmodul E und das Trägheitsmoment I
sind als konstant angenommen. In dem Maple-Worksheet ist das iterative
Verfahren in Form einer Animation visualisiert. �

Beispiel 3.2 (Balkenbiegung, mit Maple-Worksheet). Ist das Biege-
moment klein, dann kann das Quadrat der Ableitung der Durchbiegung y in
Beispiel 3.1 vernachlässigt werden.
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Die nichtlineare Differenzialgleichung wird dann linear:

y ′′(x ) = −q
2

x (x − 1)
EI

, y(0) = y(1) = 0 .

Dabei ist das Biegemoment wieder mit M (x ) = q
2 x (x − 1) angegeben. Zur

Validierung des Verfahrens für die nichtlineare Gleichung in Beispiel 3.1 ist
dies ein guter Test. Mit den vorgegebenen Daten ist man in dem Bereich,
in der die Linearisierung noch gut anwendbar ist. Die Ergebnisse mit dem
nichtlinearen und dem linearen Verfahren stimmen sehr gut überein. Da die
rechte Seite im linearisierten Fall nicht von y abhängt, kann man diese Lösung
durch Integration erhalten. �

3.3 Differenzenverfahren

Bei der Shooting-Methode zur Lösung von Randwertproblemen variiert man
die Anfangsbedingung y ′(a) = γ(ν) so lange, bis sich die zweite Randbe-
dingung y(b) = β einstellt. Jetzt werden wir das Randwertproblem direkt
angehen, indem wir die Ableitungen der Differenzialgleichung durch Nähe-
rungsausdrücke ersetzen und beide Randbedingungen y(a) = α und y(b) = β
berücksichtigen.

Im Kapitel über die numerische Differenziation 1.6 werden Formeln angege-
ben, wie man aus einer direkten Vorgabe von Funktionswerten yi−1, yi , yi+1

Ableitungen näherungsweise bestimmen kann. Für die erste und zweite Ab-
leitung einer Funktion y = y(x ) an der Stelle xi gelten die Näherungen

y ′
i ≈

1
2∆x

(yi+1 − yi−1) , (3.24)

y ′′
i ≈ 1

∆x 2
(yi−1 − 2yi + yi+1) . (3.25)

Obige Näherungsformeln gelten für eine äquidistante Unterteilung; in gleicher
Weise lassen sich aber auch nicht-äquidistante Stützstellen berücksichtigen.

Die grundlegende Idee bei einem Differenzenverfahren ist, die Ableitungen in
der Differenzialgleichung durch Differenzenquotienten zu ersetzen. Aus der
Differenzialgleichung ergibt sich somit ein System von Differenzengleichungen
an den Stützstellen. Im Folgenden werden wir das Vorgehen der Differenzen-
methode am Beispiel der Knickbiegung demonstrieren.
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Beispiel 3.3 (Knickbiegung). Den Balken mit veränderlicher Steifigkeit
EI (ξ) unter veränderlicher Querbelastung p(ξ) und Axiallast P beschreibt
das Randwertproblem 2.Ordnung (siehe [2])

d2M (ξ)
dξ2

+
P

EI (ξ)
M (ξ) = −p(ξ) mit M (−l) = M (l) = 0 . (3.26)

Ist z.B.

EI (ξ) =
EI0

1 + ( ξ
l )

2
, p(ξ) = p0 = konstant

und führen wir die dimensionslosen Größen

x :=
ξ

l
, y :=

M
l2p0

, c :=
p0l2P
EI0

= konstant = 1

ein, folgt das Randwertproblem

y ′′(x ) + c (1 + x 2) y(x ) = −1 für x ∈ [−1, 1] , (3.27)
y(−1) = y(1) = 0 . (3.28)

Es ist ein inhomogenes lineares Randwertproblem mit homogenen Randbe-
dingungen. �

An diesem Randwertproblem werden wir die verschiedenen Schritte in einem
Differenzenverfahren im Folgenden erklären.

1. Schritt: Unterteilung des Intervalls [−1, 1] in n Teilintervalle. Für
unser Beispiel wählen wir n = 6, d.h. h = ∆x = b−a

6 = 1
3 .

� � �

� � � � � � �� � � � � � 	


 
 
 
 
 
 
� � � � � � 	

Abb. 3.4. Intervallunterteilung
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2. Schritt: Ersetzen der Ableitungen durch Differenzenquotienten.
Für jeden inneren Punkt xi des Intervalls gilt die Differenzialgleichung:

y ′′(xi) + c (1 + x 2
i ) y(xi) = −1 .

Für die Randpunkte gelten die Randbedingungen y(x0) = y(x6) = 0. Be-
zeichnen wir die Näherungswerte an der Stelle xi mit yi und ersetzen die
kontinuierliche Ableitung durch Differenzenformeln, gilt für i = 1, . . . , 5:

1
h2

(yi−1 − 2yi + yi+1) + c (1 + x 2
i ) yi = −1

bzw.
1
h2

yi−1 + (c (1 + x 2
i ) − 2

h2
)yi +

1
h2

yi+1 = −1 .

Damit erhalten wir 5 Gleichungen für die 5 unbekannten Funktionswerte
y1, . . . , y5:

x1 : 1
h2 y0 + (c(1 + x 2

1 ) − 2
h2 )y1 + 1

h2 y2 = −1 ,

x2 : 1
h2 y1 + (c(1 + x 2

2 ) − 2
h2 )y2 + 1

h2 y3 = −1 ,

x3 : 1
h2 y2 + (c(1 + x 2

3 ) − 2
h2 )y3 + 1

h2 y4 = −1 ,

x4 : 1
h2 y3 + (c(1 + x 2

4 ) − 2
h2 )y4 + 1

h2 y5 = −1 ,

x5 : 1
h2 y4 + (c(1 + x 2

5 ) − 2
h2 )y5 + 1

h2 y6 = −1 .

Für die numerische Rechnung setzen wir c = 1. Berücksichtigen wir nun, dass
y0 = y(−1) = 0, y6 = y(1) = 0 bzw. h2 = 1

9 und xi = −1+ ih = −1+ i 1
3 gilt,

so erhalten wir

−149
9

y1 + 9y2 = −1 ,

+9y1 − 152
9

y2 + 9y3 = −1 ,

+9y2 − 17y3 + 9y4 = −1 ,

+9y3 − 152
9

y4 + 9y5 = −1 ,

+9y4 − 149
9

y5 = −1 .

Dies ist ein lineares inhomogenes Gleichungssystem für die 5 Unbekannten
y1, . . . , y5: ⎛⎜⎜⎜⎜⎝

− 149
9 9 0 0 0

9 − 152
9 9 0 0

0 9 −17 9 0
0 0 9 − 152

9 9
0 0 0 9 − 149

9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1
−1
−1
−1
−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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3. Schritt: Lösen des LGS mit geeigneten Methoden. Die Matrix auf
der linken Seite ist eine Tridiagonalmatrix. Man nennt daher das System
auch ein tridiagonales Gleichungssystem. Die Auflösung des LGS erfolgt
mit dem Gauß-Algorithmus, der hier zu einem besonders einfachen Algorith-
mus wird, dem Tridiagonal- bzw. Thomas-Algorithmus.

Gehen wir zur Beschreibung des Thomas-Algorithmus von einem allgemeinen
tridiagonalen LGS aus⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

b1 c1 0 . . . 0 0
a2 b2 c2 . . . 0 0

...
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

0 0 . . . am−1 bm−1 cm−1

0 0 . . . 0 am bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

r1
r2
...
...

rm−1

rm

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Dann lautet die Gauß-Elimination

q := ai

bi−1

bi := bi − qci−1

ri := ri − qri−1

⎫⎬⎭ i = 2, . . . ,m ,

und das Rückwärtsauflösen erfolgt durch

xm :=
rm
bm

xi :=
ri − cixi+1

bi
i = m − 1, . . . , 1 .

In der Prozedur Thomas wird dieser Algorithmus in Maple realisiert. Im
Worksheet zum Algorithmus wird er verwendet, um das obige LGS zu
lösen und anschließend die numerische Lösung grafisch darzustellen. Die ge-
suchten Näherungswerte an den Stellen xi (i = 1, . . . , 5) sind:

y1 = 0.51724, y2 = 0.84035, y3 = 0.94861, y4 = 0.84035, y5 = 0.51724

vervollständigt durch die Randwerte y0 = 0, y6 = 0.

4. Schritt: Darstellung der Ergebnisse. Den angenäherten Verlauf der
Lösung zwischen den Stützstellen erhält man z.B. durch lineare Interpolation,
wie er in Abbildung 3.5 angegeben ist.

Bemerkungen:

1. Für n → ∞, also für h → 0, geht der systematische Fehler beim Ersetzen
der kontinuierlichen Ableitung durch Differenzenformeln gegen Null, so
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Abb. 3.5. Numerische Lösung für die Knickbiegung

dass die numerische Lösung die exakte immer besser approximiert. Hier
gelten die analogen Aussagen wie für die Anfangswertprobleme. Auch hier
spielt die Stabilität der Approximation eine wichtige Rolle. Ist die Stabili-
tät der numerischen Approximation gesichert, dann wird die Näherungs-
lösung gegen die exakte Lösung konvergieren. Wie schon in der Theorie
exakter Lösungen von Randwertproblemen sind theoretische Aussagen
auch für Näherungsverfahren bei Randwertproblem deutlich schwieriger
als bei Anfangswertproblem. Wir werden dies hier nicht vertiefen und auf
die Spezialliteratur verweisen.

2. Die Struktur des LGS ändert sich nicht, wenn man für n größere Werte
wählt.

3. Die Differenzenverfahren sind einfach anzuwenden und laufen in den fol-
genden Schritten ab:

a) Man teilt das Intervall in die diskreten Punkte xi , den Stützstellen,
ein.

b) Man ersetzt die kontinuierlichen Ableitungen der Differenzialglei-
chung durch Differenzenquotienten an den verschiedenen Stützstel-
len.
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c) Somit erhält man ein Gleichungssystem für die unbekannten Nähe-
rungswerte yi an den Stützstellen.

d) Falls erforderlich werden die diskreten Näherungswerte interpoliert,
um eine kontinuierliche Näherungsfunktion zu erhalten.

4. Das Auflösen des Gleichungssystems ist sehr einfach, falls die Differenzi-
algleichung linear und nicht von höherer als 2.Ordnung ist. Für nichtli-
neare Differenzialgleichungen erhält man nichtlineare Gleichungssysteme
die wesentlich schwieriger aufzulösen sind. Man muss hier die entspre-
chenden Verfahren einsetzen, wie sie im Anhang B aufgeführt werden.
Für Differenzialgleichungen höherer Ordnung müssen am Rand teilwei-
se unsymmetrische Formeln gewählt bzw. auch höhere Ableitungen be-
rücksichtigt werden. Hierzu kann man dann auch Differenzenformeln mit
Ableitungen einsetzen, die im nächsten Abschnitt eingeführt werden.

5. Die Maple-ProzedurDiffFormeln erzeugt Differenzenformeln für die n-
te Ableitung unter Berücksichtigung von Funktionswerten (yi−k ,. . . , yi ,
. . . , yi+l). Die Prozedur DiffFormelnOrdnung bestimmt die Ordnung
dieser Formeln durch Taylor-Abgleich. Exemplarisch wird die Verwen-
dung dieser Prozeduren im zugehörigen Worksheet aufgezeigt.

3.4 Differenzenformeln mit Ableitungen

Gegeben ist das Problem eines Balkens auf elastischer Bettung (z.B. [9])

cy(4)(x ) + y(x ) = 1 in [0, 1] , (3.29)
y(0) = y(1) = 0, y ′′(0) = y ′′(1) = 0 . (3.30)

Wenden wir auf dieses Problem das Differenzenverfahren an, dann müssen wir
im ersten Schritt das Intervall [0, 1] in Teilintervalle x0 = 0 < x1 < · · · < xn =
1 unterteilen und die 4. Ableitung durch eine Differenzenformel ersetzen. Um
auf eine geeignete Näherung zu kommen, wählt man den Ansatz

y(4)(x1) ≈ α0y(x0) + α1y(x1) + α2y(x2) + α3y(x3) + α4y(x4) . (3.31)

Man beachte, dass wir im Ansatz mindestens 5 freie Parameter benötigen,
da es sich um die 4. Ableitung handelt. Allerdings geht im obigen Ansatz nur
y(x0) ein aber nicht die weitere Randbedingung y ′′(0)! Daher modifizieren
wir obigen Ansatz zu

y(4)(x1) ≈ α0y(x0) + α1y(x1) + α2y(x2) + α3y(x3) + α4y ′′(x0) . (3.32)
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Denn dann werden bei der Diskretisierung der DGL beide Randbedingungen
berücksichtigt. Um Bedingungen für die Konstanten αi zu erhalten, wählen
wir einen Taylor-Abgleich. Wir entwickeln y(x ) in eine Taylor-Reihe mit Ent-
wicklungspunkt x1. Anschließend sortieren wir nach den Ableitungen von y
an der Stelle x1 und bestimmen die αi so, dass bis auf die 4. Ableitung alle
anderen verschwinden.

Zur Vereinfachung der Formeln setzen wir

x0 = x1 − h, x2 = x1 + h, x3 = x1 + 2h .

Die Taylor-Entwicklung von y(x ) lautet an der Stelle x1

y(x ) =
N∑

n=0

1
n!

y(n)(x1)(x − x1)n + O(hN+1) . (3.33)

Speziell für die Punkte x0, x1, x2 gilt mit y(k)(x1) = y(k)
1

x = x0 = x1 − h : y(x0) = y1 − y ′
1h +

1
2!

y ′′
1 h2 − 1

3!
y ′′′
1 h3 +

1
4!

y(4)
1 h4 ± . . . ,

x = x1 : y(x1) = y1 ,

x = x2 = x1 + h : y(x2) = y1 + y ′
1h +

1
2!

y ′′
1 h2 +

1
3!

y ′′′
1 h3 +

1
4!

y(4)
1 h4 + . . . ,

x = x3 = x1 + 2h : y(x3) = y1 + y ′
12h +

1
2!

y ′′
1 4h2 +

1
3!

y ′′′
1 8h3 +

1
4!

y(4)
1 16h4 + . . . .

Außerdem gilt nach Gleichung (3.33)

y ′′(x ) =
N−2∑
n=0

1
n!

y(n+2)(x1)(x − x1)n + O(hN−1) .

Speziell für y ′′
0 = y ′′(x0) gilt somit

x = x0 = x1 − h : y ′′(x0) = y ′′
1 − y ′′′

1 h +
1
2!

y(4)
1 h2 − 1

3!
y(5)
1 h3 ± . . . .

Setzt man die Taylor-Entwicklungen in den Ansatz (3.32) ein und sortiert
nach y1, y ′

1, y
′′
1 , y ′′′

1 , erhält man
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y(4)(x1) ≈ (α0 + α1 + α2 + α3)︸ ︷︷ ︸
0

y1 + (−hα0 + hα2 + 2hα3)︸ ︷︷ ︸
0

y ′
1 +

+ (
1
2!

h2α0 +
1
2!

h2α2 +
1
2!

4h2α3 + α4)︸ ︷︷ ︸
0

y ′′
1 +

+ (− 1
3!

h3α0 +
1
3!

h3α2 +
1
3!

8h3α3 − hα4)︸ ︷︷ ︸
0

y ′′′
1 +

+ (
1
4!

h4α0 +
1
4!

h4α2 +
1
4!

16h4α3 +
1
2!

h2α4)︸ ︷︷ ︸
1

y ′′′′
1 + . . . .

Damit hat man 5 lineare inhomogene Gleichungen für die 5 unbekannten
Gewichte α0, α1, α1, α3, α4. Die Lösung des LGS lautet:

α0 = −24
11

1
h4

, α1 =
60
11

1
h4

, α2 = −48
11

1
h4

, α3 =
12
11

1
h4

, α4 =
12
11

1
h2

.

(3.34)
Die Rechnung ist im Maple-Worksheet ausgeführt. Die Ordnung der Dif-
ferenzenformel ist 1, d.h.

y(4)(x1) = α0y0 + α1y1 + α2y2 + α3y3 + α4y ′′
0 + O(h) . (3.35)

Wird eine höhere Genauigkeit bzw. Ordnung des Verfahrens gewünscht, müs-
sen noch weitere Stützpunkte in die Formel hinzugenommen werden, wie dies
in zugehörigen Worksheet realisiert ist.

Bemerkungen:

1. Das oben beschriebene Verfahren lässt sich auf Differenzenformeln für
die n-te Ableitung verallgemeinern, wobei dann auch für die Randwerte
Ableitungen bis zur Ordnung n−1 zugelassen sind. Die ProzedurFDFor-
meln erstellt für eine vorgegebene Anzahl von Stützstellen und Ableitun-
gen die Koeffizienten für die Differenzenformel der n-ten Ableitung. Die
Prozedur FDOrdnung bestimmt hierzu die Ordnung der Formel. Die
Prozedur FDFormeln ist so allgemein gehalten, dass Ableitungen niedri-
ger Ordnung an beliebigen Stützstellen berücksichtigt werden können.

2. Speziell durch den Ansatz

α−1yi−1 + α0yi + α1yi+1 + A−1y ′
i−1 + A0y ′

i + A1y ′
i+1 = 0 + O(h4)

erhält man die Mehrstellenansatz in engerem Sinne. Der Unterschied
zu den diskutierten Differenzenformeln besteht darin, dass die Bestim-
mungsgleichungen für die Koeffizienten α−1, α0, α1,A−1,A0,A1 zu einem



3.4 Differenzenformeln mit Ableitungen 131

homogenen LGS führen, so dass eine Konstante (z.B. α1 = 1) frei wählbar
ist.

Beispiel 3.4 (Knickbiegung, mit Maple-Worksheet). Wir wenden
jetzt die Differenzenmethode auf das Balkenproblem an:

y(4)(x ) + y(x ) = 1; y(0) = y(1) = 0
y ′′(0) = y ′′(1) = 0.

1. Schritt: Unterteilung des Intervalls [0, 1] in n = 6 Teilintervalle:

� �

� � � � � � �� � � � � � 	

Abb. 3.6. Intervallunterteilung

2. Schritt: Für jeden inneren Punkt xi (i = 1 . . . 5) des Intervalls ersetzen wir
die Differenzialgleichung durch Differenzenformeln. Dabei unterscheiden wir
zwischen randnahen und randfernen Punkten. An den randnahen Punkten,
x1 und x5, diskretisieren wir die DGL unter Berücksichtigung der Randbe-
dingungen y0 = 0, y ′′

0 = 0 bzw. y6 = 0, y ′′
6 = 0. An den Rand fernen Punkten,

x2, x3, x4, ersetzen wir dabei die 4. Ableitung durch eine symmetrische Formel:

x1 : − 12
11

1
h4 (−2y0 + 5y1 − 4y2 + y3 − y ′′

0 h2) + y1 = 1 ,

x2 : 1
h4 (y0 − 4y1 + 6y2 − 4y3 + y4) + y2 = 1 ,

x3 : 1
h4 (y1 − 4y2 + 6y3 − 4y4 + y5) + y3 = 1 ,

x4 : 1
h4 (y2 − 4y3 + 6y4 − 4y5 + y6) + y4 = 1 ,

x5 : − 12
11

1
h4 (−y3 + 4y4 − 5y5 + 2y6 − y ′′

6 h2) + y5 = 1 .

3. Schritt: Im zugehörigen Maple-Worksheet werden die Gleichungen mit
Hilfe der Prozedur FDFormeln aufgestellt und das LGS für y1, . . . , y5 mit
y ′′
0 = y ′′

6 = 0, y0 = y6 = 0, h = b−n
n = 1

6 gelöst. Es ergibt sich

y1 = 6.522 · 10−3, y2 = 11.198 · 10−3, y3 = 12.884 · 10−3 ,

y4 = 11.198 · 10−3, y5 = 6.522 · 10−3 .

4. Schritt: In Abbildung 3.7 wird die numerisch berechnete Lösung mit
der von Maple bestimmten exakten Lösung des Randwertproblems grafisch
verglichen. Es ergibt sich in den Rechenpunkten eine erstaunlich gute Über-
einstimmung. Die Übereinstimmung ist selbst für n = 4 noch zu erkennen.
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3.5 Eigenwertproblem

Homogene Randwertprobleme führen auf sogenannte Eigenwertprobleme.
Diese treten zum Beispiel in der Elastizitätstheorie oder bei Schwingungs-
problemen auf. Wir zeigen im Folgenden am Beispiel des einseitig geführten,
anderseitig eingespannten Knickstabs [2], dass Eigenwertprobleme mit der
Differenzenmethode ebenfalls behandelt werden können. Die Approximation
des Randwertproblems für die gewöhnliche Differenzialgleichung führt auf das
Problem der Bestimmung der Eigenwerte von Matrizen. Wir werden dies ex-
emplarisch an dem Beispiel ausführen; für das Lösen des Eigenwertproblems
für Matrizen dann aber auf die Literatur verweisen.

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abb. 3.7. Vergleich der numerischen Lösung (gestrichelt) mit der exakten

Das mathematische Modell des Knickstabes lautet

y(4)(x ) + λ2y ′′(x ) = 0 in [0, 1] , (3.36)
y(0) = y(1) = 0, y ′′(0) = 0, y ′(1) = 0 . (3.37)

Die physikalische Situation ist in Abbildung 3.8 dargestellt. In dem mathe-
matischen Modell (3.36) ist λ ein zunächst unbestimmter Parameter. Eine
Lösung des homogenen mathematischen Modells ist sofort klar: y ≡ 0, d.h.
die triviale Lösung. Es geht nun darum, alle Werte von λ zu finden, für die
mehr als diese Null-Lösung existiert, und die zugehörigen Lösungen anzuge-
ben. Diese speziellen Werte λ heißen dann Eigenwerte und die zugehörigen
Lösungen Eigenlösungen.
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Abb. 3.8. Knickstab

3.5.1 Exakte Lösung der Differenzialgleichung

Wie man durch Einsetzen in die Differenzialgleichung nachprüfen kann, sind

sin(λx ), cos(λx ), x , 1

Lösungen, welche auch linear unabhängig sind. Die allgemeine Lösung der
Differenzialgleichung lautet damit

y(x ) = c1sin(λx ) + c2cos(λx ) + c3x + c4 . (3.38)

Setzen wir die Randbedingungen ein, so erhalten wir für die Konstanten ci
ein lineares Gleichungssystem

y(0)
y(1)
y ′(1)
y ′′(0)

→
→
→
→

⎛⎜⎜⎝
0 1 0 1

sin(λ) cos(λ) 1 1
λcos(λ) −λsin(λ) 1 0

0 λ2 0 0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

c1

c2

c3

c4

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
0

⎞⎟⎟⎠ .

Damit das Eigenwertproblem nichttrivial lösbar ist, muss die Randwert-
Determinante Null ergeben. Die Entwicklung nach der letzten Zeile liefert

detD = λ2

∣∣∣∣∣∣
0 0 1

sin(λ) 1 1
λcos(λ) 1 0

∣∣∣∣∣∣ = λ2(sin(λ) − λcos(λ))
!
=0 .

Da wir den Trivialfall λ = 0 ausschließen wollen, lautet die Lösbarkeitsbedin-
gung

sin(λ) − λcos(λ) = 0 ⇒ tan(λ) = λ

⇒ λ = arctan(λ) . (3.39)

Eine Iteration der Form

λ(ν+1)
n = arctan(λ(ν)

n ) + nπ

konvergiert sehr rasch und liefert die Zahlenwerte

λ1 = 4.493409, λ2 = 7.725252, λ3 = 10.904122, usw. . (3.40)
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Für jedes λn , welches die Eigenwertgleichung (3.39) erfüllt, ist das Eigenwert-
problem des Knickstabs nichttrivial lösbar. Für die allgemeine Lösung (3.38)
gilt dann

c2 = c4 = 0,
c3

c1
= − sin(λn) .

Für jedes n gibt es damit eine unnormierte (bis auf eine Konstante bestimm-
te) Lösung

yn(x ) = c(sin(λnx ) − x sin(λn)) . (3.41)

Man nennt die yn(x ) auch die Eigenfunktionen.

3.5.2 Numerische Lösung mit dem Differenzenverfahren

1. Schritt: Wir unterteilen das Intervall [0, 1] in n = 6 gleichgroße Teilinter-
valle mit der Bezeichnungsweise wie in Abbildung 3.6.

2. Schritt: Für jeden inneren Punkt xi , i = 1, . . . , 5 des Intervalls ersetzen
wir die kontinuierlichen Ableitungen in der Differenzialgleichung durch Diffe-
renzenformeln. Dabei unterscheiden wir wie in §3.4 zwischen randnahen und
randfernen Punkten. In den randnahen Punkten, x1 und x5, diskretisieren wir
die DGL unter Berücksichtigung der Randwerte y(0) = 0, y ′′(0) = 0 bzw.
y(1) = 0, y ′(1) = 0. In den randfernen Punkten x2, x3, x4 ersetzen wir die
4. Ableitung durch symmetrische Formeln. Für die 2. Ableitung können an
allen inneren Punkten symmetrische Formeln gewählt werden:

x1 : − 12
11

1
h4 (−2y0 + 5y1 − 4y2 + y3 − y ′′

0 h2) + λ2 1
h2 (y0 − 2y1 + y2) = 0 ,

x2 : 1
h4 (y0 − 4y1 + 6y2 − 4y3 + y4) + λ2 1

h2 (y1 − 2y2 + y3) = 0 ,

x3 : 1
h4 (y1 − 4y2 + 6y3 − 4y4 + y5) + λ2 1

h2 (y2 − 2y3 + y4) = 0 ,

x4 : 1
h4 (y2 − 4y3 + 6y4 − 4y5 + y6) + λ2 1

h2 (y3 − 2y4 + y5) = 0 ,

x5 : − 2
3

1
h4 (2y3 − 9y4 + 18y5 − 11y6 + 6y ′

6h) + λ2 1
h2 (y4 − 2y5 + y6) = 0 .

3. Schritt: Im zugehörigen Maple-Worksheet werden die Gleichungen mit
Hilfe der Prozedur FDFormeln erstellt. Für h = 1

6 , y0 = y6 = 0, y ′′
0 = 0 und

y ′
6 = 0 ergibt sich das LGS Ay = 0 mit der Matrix

A =

0
BBBB@

77760
11

− 72λ2 − 62208
11

+ 36λ2 15552
11

0 0
−5184 + 36λ2 7776 − 72λ2 −5184 + 36λ2 1296 0

1296 −5734 + 36λ2 7776 − 72λ2 −5784 + 36λ2 1296
0 1296 −5734 + 36λ2 7776 − 72λ2 −5784 + 36λ2

0 0 1728 −7776 + 36λ2 15552 − 72λ2

1
CCCCA

Damit das Eigenwertproblem nicht nur die triviale Null-Lösung besitzt, muss
die Determinante der Matrix A verschwinden. Wir bestimmen die Nullstel-
len der Determinante (Eigenwerte) mit Maple durch fsolve (det(A) = 0,
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lambda); und erhalten für die Werte von λ in Abhängigkeit der Gitterpunk-
te:

n = 6 n = 10 n = 20 EW
λ1 4.44 4.47 4.49 4.49
λ2 7.37 7.57 7.68 7.76
λ3 9.86 10.47 10.78 10.90
λ4 11.46 13.14 13.81 14.07
λ5 15.23 15.51 16.75 17.22

Die Nullstellen, die für unterschiedliche Unterteilungen n des Intervalls be-
rechnet wurden, werden mit den direkt bestimmten Eigenwerten des Pro-
blems verglichen. Je größer die Anzahl der Stützstellen ist, umso besser stim-
men die numerischen Eigenwerte. Der erste Eigenwert ist schon bei der Unter-
teilung n = 6 bis auf 1% richtig. Je höher die Zahlenwerte für die Eigenwerte
sind, desto mehr Stützstellen werden zur genauen Bestimmung benötigt.

4. Schritt: Grafische Darstellung. Für die exakten Eigenfunktionen des Ei-
genwertproblems gilt

yn(x ) = c(sin(λnx ) − xsin(λn)).

Diese Eigenfunktionen vergleichen wir mit der Lösung des LGS. Aufgrund
der numerischen Ungenauigkeiten ist die Lösung des LGS Ay = 0 immer
die Null-Lösung, da die Determinante einen zwar sehr kleinen aber doch von
Null verschiedenen Wert besitzt. Daher setzen wir im zugehörigen Maple-
Worksheet die letzte Zeile der Matrix auf Null und erhalten dann als Lösung

y1 = 0.6352y2, y3 = 0.9594y2, y4 = 0.6000y2, y5 = 0.1827y2 .

Wir wählen in der exakten Lösung den freien Parameter c = 1 und passen
in der numerischen Lösung y2 so an, dass die Grafen vergleichbar werden.
Es ergibt sich eine qualitativ gute Übereinstimmung zwischen exakter Eigen-
funktion y1(x ) und der numerisch berechneten: Um die Nichtlinearität im
rechten Intervallbereich besser aufzulösen, würde man von der äquidistanten
zu einer nicht äquidistanten Unterteilung des Intervalls übergehen und den
rechten Bereich verfeinern. Dies kann man z.B. durch eine geeignete Wahl der
Stützstellen (xi = L − L

N 2 (N − i)2, i = 0 . . .N ) erreichen. Die Rechnung
und der Vergleich ist im Maple-Worksheet durchgeführt.

3.6 Methode der gewichteten Residuen

Wir betrachten nun eine Methode mit einer anderen Vorgehenswiese, die
Methode der gewichteten Residuen. Es wird bei dieser Methode nicht das In-
tervall diskretisiert und Näherungswerte an Stützstellen oder Gitterpunkten
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(a) Vergleich für n=6 (b) Vergleich für n=20

Abb. 3.9. Vergleich der exakten Eigenfunktion y1(x ) mit den numerischen (gestri-
chelt)

gesucht, sondern es wird hier der Funktionenraum diskretisiert. Die Näherung
nennt man Ansatzfunktion. Sie ist eine kontinuierliche Funktion, welche aus
endlich vielen elementaren Funktionen als Linearkombination zusammenge-
setzt ist. Die Koeffizienten der Linearkombination werden dann so berechnet,
dass die Ansatzfunktion eine möglichst gute Approximation der Lösung ist.
Das Kriterium für diese Optimierung ist das gewichtete Residuum. Die Vor-
gehensweise werden wir am Beispiel eines Balkens auf elastischer Bettung

y(4)(x ) + y(x ) = 1 in [0, 1] , (3.42)
y(0) = y(1) = 0, y ′′(0) = y ′′(1) = 0 (3.43)

erläutern (mit Maple-Worksheet).

1. Schritt: Wahl der Ansatzfunktion. Als Ansatzfunktion sind alle Funk-
tionen erlaubt, welche die Randbedingungen des Problems erfüllen, z.B:

sin(πx ), sin(3πx ), x − 2x 3 + x 4,

2.996ex − 2.638e−x − 1.571e2x + e−2x + 0.214e3x usw. .

Es ist im Allgemeinen nicht immer einfach, geeignete Funktionen zu finden,
welche die Randbedingungen erfüllen. In einem separatenWorksheet werden
solche Funktionen durch einen allgemeinen Ansatz der Form

f (x ) = a f1(x ) + b f2(x ) + c f3(x ) + d f4(x ) + e f5(x )

erzeugt, indem man beliebige Funktionen fi = fi(x ) vorgibt und die Parame-
ter a, b, c, d , e an die Randwerte anpasst. Für obiges Problem der Balkenbie-
gung wählen wir als Ansatzfunktion
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ỹ(x ) = c1sin(πx ) + c2sin(3πx ) . (3.44)

Um diese Näherungslösung nicht mit der exakten Lösung y = y(x ) des
Problems zu verwechseln, schreiben wir für sie ỹ = ỹ(x ).

2. Schritt: Berechnung des Residuums. Durch den vorgegebenen Lö-
sungsansatz bekommt man nach Einsetzen in die Differenzialgleichung das
Residuum

R = R(x ) = ỹ(4)(x ) + ỹ(x ) − 1 = (3.45)
= c1(π4 + 1)sin(πx ) + c2(81π4 + 1)sin(3πx ) − 1 . (3.46)

Nur die exakte Lösung der DGL würde R(x ) = 0 für alle x ergeben. Wir
können aber versuchen, die freien Parameter in der Ansatzfunktion so zu
bestimmen, dass das Residuum möglichst klein wird. Man benötigt dabei
zwei Bedingungen, um die beiden Koeffizienten c1 und c2 zu bestimmen.

3. Schritt: Minimum des Residuums. Es gibt verschiedene Kriterien,
nach denen die Ansatzfunktion optimiert werden kann und das Residuum
damit möglichst klein wird. Dies sind (a) die Methode der Kollokation, (b)
die Integration über Teilintervalle, (c) die Methode der kleinsten Quadra-
te und (d) die sogenannte Galerkin-Methode. Die verschiedenen Methoden
sind nicht immer einfach durchzuführen. Für unser einfaches Beispiel und die
vorgeschlagene Ansatzfunktion lassen sich jedoch alle vier Gewichtungsme-
thoden explizit angeben.

1. Kollokation: Bei dieser Methode werden die Koeffizienten so bestimmt,
dass das Residuum R = R(x ) an vorgegebenen Punkten verschwindet. Da
wir zwei freie Koeffizienten in unserer Ansatzfunktion haben, benötigen
wir zwei solche Stützstellen. Wegen der Symmetrie des Problems wählen
wir x1 = 1

4 und x2 = 1
2 als Stützstellen zum Auswerten des Residuums

R(x ):

x1 =
1
4

� R(
1
4
) =

π4 + 1√
2

c1 +
81π4 + 1√

2
c2 − 1 = 0 ,

x2 =
1
2

� R(
1
2
) = (π4 + 1)c1 + (81π4 + 1)c2 − 1 = 0 ,

⇒ c1 =
1 +

√
2

2(π4 + 1)
≈ 0.012266, c2 =

(π4 + 1)c1 − 1
81π4 + 1

≈ 0.000026 .

Die Methode der Kollokation lässt sich immer durchführen. Man kann
damit die Näherung so bestimmen, dass sie an möglichen ”kritischen“
Punkten den Wert der exakten Lösung besitzt.
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2. Teilintervall: Hier verlangt man, dass das Integral über das Residuum∫
R(x )dx verschwindet. Da wir bei unserem Problem zwei Koeffizienten

haben, fordern wir, dass das Intervall auf zwei Teilbereichen verschwin-
det. Wegen der Symmetrie des Problems wählen wir [0, 1

4 ] und [14 , 1
2 ] als

Teilintervalle, über welche das Residuum integriert wird:

1
4∫

0

R(x )dx =
[
c1(π4 + 1)

−cos(πx )
π

+ c2(81π4 + 1)
−cos(3πx )

3π

] 1
4

0

− 1
4

!
=0

1
4∫

1
2

R(x )dx =
[
c1(π4 + 1)

−cos(πx )
π

+ c2(81π4 + 1)
−cos(3πx )

3π

] 1
2

1
4

− 1
4

!
=0

⇒ c1 ≈ 0.013624 , c2 ≈ 0.000087 .

Diese Methode ist bei den hier vorgegebenen leicht integrierbaren ele-
mentaren Funktionen sehr gut durchführbar.

3. Kleinste Quadrate: Die Methode der kleinsten Quadrate fordert, dass
der Betrag des Residuums bzw. äquivalent das Quadrat des Residuums
bezüglich der Koeffizienten ci minimal wird:

∫
R2(x )dx = min. Bei einer

Funktion einer Variablen bedeutet Minimum oder Maximum, dass die Ab-
leitung an diesen Punkten verschwindet. Hier bedeutet dies, dass die par-
tiellen Ableitungen verschwinden: ∂

∂ci

∫
R2(x )dx = 0 bzw.

∫
R ∂R

∂ci
dx = 0

für i = 1, 2. Damit erhält man

1∫
0

∂R
∂c1

Rdx =

1∫
0

(π4 + 1)sin(πx )[c1(π4 + 1)sin(πx ) +

c2(81π4 + 1)sin(3πx ) − 1]dx
!
=0 ,

1∫
0

∂R
∂c2

Rdx =

1∫
0

(81π4 + 1)sin(3πx )[c1(π4 + 1)sin(πx ) +

c2(81π4 + 1)sin(3πx ) − 1]dx
!
=0 ,

⇒ c1 ≈ 0.012938, c2 ≈ 0.000053 .

4. Galerkin-Methode: Bei der Galerkin-Methode wird gefordert, dass das
Residuum orthogonal zu der Ansatzfunktion steht: Das Skalarprodukt der
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Ansatzfunktion mit dem Residuum muss verschwinden
∫

fiRdx = 0. In
diesem Fall stimmt die Galerkin-Methode bis auf die Faktoren (π4 + 1)
bzw. (81π4 + 1) mit der Methode der kleinsten Quadrate überein und
man erhält die gleichen Zahlenergebnisse für die Koeffizienten:

c1 ≈ 0.012938, c2 ≈ 0.000053 .

Die Orthogonalität des Residuums mit den Ansatzfunktionen bedeutet,
dass keine Linearkombination der gewählten elementaren Funktionen ge-
funden werden kann, welche die Lösung besser approximiert, d.h. mit
einem kleineren Residuum.

Diskussion: Bei allen vier Gewichtungsmethoden zeigt sich, dass die zwei-
te Funktion, sin(3πx ), erheblich weniger ins Gewicht fällt und der Verlauf
der “Lösung“ im Wesentlichen durch sin(πx ) dominiert wird. Im zugehörigen
Worksheet zeigt sich grafisch kein Unterschied zwischen den so ermittelten
Funktionen und der exakten Lösung

y(x ) = 1 + k1e− 1
2

√
2x sin(

1
2

√
2x ) + k2e

1
2

√
2x sin(

1
2

√
2x ) +

k2e− 1
2

√
2xcos(

1
2

√
2x ) + k3e

1
2

√
2xcos(

1
2

√
2x ) ,

wobei die Koeffizienten k1, k2, k3, k4 an die Randbedingungen angepasst wer-
den. Der Ausdruck für diese exakte Lösung unter Berücksichtigung der Rand-
werte erstreckt sich über 4 Formelzeilen und wird daher hier unterdrückt. In
Abbildung 3.10 ist die gewichtete Ansatzfunktion gepunktet, die exakte Lö-
sung durchgezogen gezeichnet.

Bemerkungen/Verallgemeinerungen:

1. Man kann die Bestimmung des Residuenminimums durch das Kollokati-
onsverfahren dadurch verbessern, dass man für die beiden Koeffizienten
c1 und c2 nicht zwei, sondern mehrere Stützstellen auswählt und die Me-
thode der kleinsten Quadrate nimmt, um die c1 und c2 an die Stützstellen
anzupassen. In einem eigenenWorksheet wird die Rechnung mit 8 Stütz-
stellen ( 1

16 , 2
16 , ..., 8

16 ) durchgeführt. Die Koeffizienten ergeben sich dann
zu

c1 = 0.01304187075, c2 = 0.00005040812997 .

In den Abbildungen 3.11(a) und 3.11(b) sind die Ergebnisse für 2 und 8
Stützstellen gegenüber gestellt.

2. Wählt man statt ỹ(x ) = c1sin(πx )+ c2sin(3πx ) einen Ansatz mit Expo-
nentialfunktionen oder Polynomfunktionen bzw. Kombinationen davon,
zeigt sich ebenfalls eine überraschend gute Übereinstimmung mit der ex-
akten Lösung, wie in dem zusätzlichen Worksheet zu erkennen ist.
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0

.002

.004

.006

.008

0.01

.012

0.2 0.4 0.6 0.8 1x

Abb. 3.10. Vergleich der gewichteten Ansatzfunktion (gestrichelt) mit der analy-
tischen Lösung

3. Bei inhomogenen Randwerten wählt man den Ansatz

ỹ(x ) = ỹ0(x ) +
n∑

i=1

ci ỹi(x ),

wobei ỹ0(x ) die inhomogenen und ỹi(x ) (i = 1, ...,n) die homogenen
Randbedingungen erfüllen. Dann besitzt die Ansatzfunktion ỹ(x ) die ge-
forderten Randwerte.
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(a) Kollokation bei 2 Stützstellen
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(b) Kollokation bei 8 Stützstellen

Abb. 3.11. Vergleich der exakten mit den numerischen Lösungen (gestrichelt)

Wir wollen die Methode der gewichteten Residuen etwas allgemeiner zusam-
menfassen. Man wählt zunächst als Ansatzfunktion eine Linearkombination
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ỹ(x ) =
n∑

i=1

ciϕi(x ) (3.47)

mit elementaren Funktionen ϕi = ϕi(x ). Dabei müssen die Funktionen ϕi

die homogenen Randbedingungen erfüllen. Die Bestimmung der Freiheits-
grade ci kann dann im zweiten Schritt nach mehreren Methoden erfolgen:
Kollokation, Integration über Teilintervalle, Methode der kleinsten Quadrate
oder durch die Galerkin-Bedingung. Das Einsetzen der Ansatzfunktion ỹ(x )
in das entsprechende Kriterium liefert ein Gleichungssystem für die Freiheits-
grade ci .

Bemerkung: Die Funktionen ϕi(x ) werden als Basisfunktionen bezeichnet,
da die Menge aller Überlagerungen (Linearkombinationen)

{ϕ(x ) =
n∑

i=1

ciϕi(x ), ci ∈ R}

einen Vektorraum aufspannt. Sind die Funktionen ϕi(x ) linear unabhän-
gig gewählt, so stellen sie eine Basis dieses n-dimensionalen Vektorraums
dar. Entscheidend für die lineare Unabhängigkeit ist, dass die Wronski-
Determinante

W (x ) = det

⎛⎜⎜⎜⎝
ϕ1(x ) ϕ2(x ) . . . ϕn(x )
ϕ′

1(x ) ϕ′
2(x ) . . . ϕ′

n(x )
...

...
...

ϕ
(n−1)
1 (x ) ϕ

(n−1)
2 (x ) . . . ϕ

(n−1)
n (x )

⎞⎟⎟⎟⎠ .

ungleich Null ist.

Es wird nach den verschiedenen Kriterien innerhalb des Vektorraums der
ausgewählten Basisfunktionen eine optimale Näherungslösung berechnet. Das
Wesentliche und auch Schwierige an der Methode der gewichteten Residuen
ist das Auffinden von geeigneten Ansatzfunktionen. Es hat sich hier in den
letzten Jahren ein mächtiges Konzept durchgesetzt, welches man die Finite-
Elemente-Methode (FE-Methode) nennt. Hier werden als Basisfunktio-
nen ”lokal definierte“ Funktionen eingesetzt, welche nur auf einem kleinen
Teilintervall von Null verschieden sind. Die Näherungslösung wird dann als
Linearkombination dieser lokalen Funktionen gewählt. Das lokale Verhalten
einer Lösung lässt sich hier sehr gut wiedergeben, ohne dass andere Bereiche
sehr stark davon beeinflusst werden. Dies macht bei Basisfunktionen, welche
im ganzen Rechengebiet ungleich Null sind, oft Schwierigkeiten. Bevor wir zu
den finiten Elementen kommen, wird in den nächsten Abschnitten noch eine
weitere wichtige Methode beschrieben, um die Koeffizienten der Ansatzfunk-
tion zu bestimmen, das sogenannte Ritzsche Verfahren. Dazu müssen wir uns
zunächst mit dem Variationsproblem beschäftigen.
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3.7 Variationsproblem

Viele Probleme der Ingenieur- und Naturwissenschaften ergeben sich nicht
direkt als Differenzialgleichung, sondern als Variationsproblem. Bei einem
Variationsproblem sucht man eine Lösung, welche sich als Maximum, Mini-
mum oder Sattelpunkt ergibt. So wird in der Physik oft der Zustand gesucht,
bei dem die potentielle Energie am kleinsten ist. Auch in der Steuerungs- und
Regelungstheorie findet die Variationsrechnung Anwendung, wenn es um die
Bestimmung des optimalen Reglers geht. Auch das Problem der minimalen
Oberflächen, die z.B. bei Seifenblasen auftreten, ist ein Variationsproblem.
Die Variationsrechnung wurde um 1800 von Lagrange entwickelt.

Als Beispiel soll die Modellierung der Balkenbiegung mit konstanter Streck-
last auf elastischer Bettung dienen:

Abb. 3.12. Balken mit konstanter Strecklast b auf elastischer Bettung (Federkon-
stante k), Bettungskraft −k · dx (nach oben gerichtet)

Die direkte Beschreibung des Problems erhält man über die Momentenglei-
chung

dM (x ) = (k y(x ) − b)dx · x � −d2M (x )
dx 2

= b − k y(x ) .

Wegen M (x ) = −EI y ′′(x ) folgt

−d2M (x )
dx 2

= EI y(4)(x ) .

Somit erhalten wir das Randwertproblem

y(4)(x ) =
b
EI

− k
EI

y(x ) , (3.48)

mit y(0) = y(1) = 0, y ′′(0) = y ′′(1) = 0 . (3.49)

Generell lassen sich Gleichgewichtsprobleme direkt über die Momentenglei-
chung bzw. Kräftebilanz bei Massenpunkten angeben. Alternativ dazu wird
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das Problem auch über die potentielle Energie beschrieben: Das Extremal-
prinzip besagt, dass die potentielle Energie im Gleichgewichtszustand zum
Minimum wird. Diesen indirekten Weg zeigen wir am Beispiel obiger Balken-
biegung auf:

Die potentielle Energie des Balkens setzt sich zusammen aus

Epot = EBiegung + EBettung + ELast ,

wobei der erste Term der Summe die gespeicherte elastische Biegeenergie, der
zweite Term die Energie der Bettung durch die Druckfedern und der dritte
die potentielle Energie der Lasten darstellt. Unser Problem lautet nun

E (y) =

1∫
0

(
EI
2

y ′′2(x ) − k
2
y2(x ) − by(x ))dx

!
= extremal (3.50)

mit y(0) = y(1) = 0. (3.51)

Dieses Problem wird nicht mehr Randwertproblem (RWP) genannt, sondern
Variationsaufgabe (VA). Variationsproblem deshalb, weil unter allen mögli-
chen Verbiegungen y = y(x ) des Balkens nur die physikalisch realisiert wird,
deren Energie E (y) verglichen mit allen anderen Biegungen minimal ist.

Der Vorteil bei der Formulierung über die Variationsaufgabe liegt zunächst
darin, dass in der Variationsaufgabe nur Ableitungen von 2.Ordnung auftre-
ten. Man benötigt nur zwei Randbedingungen; es genügen dabei die beiden,
welche direkt aus der Geometrie folgen. Die Variationsaufgabe ist gerade bei
mechanischen Anwendungen manchmal bedeutend einfacher zu formulieren
als das direkte Problem.

Bemerkungen:

1. Bei dynamischen Problemen verwendet man oft das Hamiltonsche Prin-
zip:

t2∫
t1

(Ekin − Epot)dt = minimal.

Dies führt direkt auf ein Variationsproblem.

2. Der Integralausdruck ist in beiden Fällen ein Funktional, d.h. eine Abbil-
dung in die reellen Zahlen, deren Argumente nicht variable Zahlenwerte,
sondern variable Funktionen sind.
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3. Das Randwertproblem des Beispiels benötigt entsprechend der Ordnung
der Differenzialgleichung 4 Randbedingungen, zwei davon sind nicht ”we-
sentlich“, sondern zusätzlich. Die Variationsaufgabe dagegen braucht nur
2 Randbedingungen, beide sind ”wesentlich“ durch die Konstruktion be-
stimmt.

4. Allgemein und exakt gilt folgendes: Die Randbedingungen einer Variati-
onsaufgabe sind in aller Regel einfacher als die des äquivalenten Rand-
wertproblems, und zwar gilt:
Sei die Ordnung des RWP = 2m, dann sind die Randbedingungen, die
sich in y , y ′, . . . , y(m−1) ausdrücken lassen, ”wesentlich“, und nur die-
se treten in der Variationsaufgabe auf. Alle anderen Randbedingungen,
y(m), . . . , y(2m−1), sind ”zusätzlich“ und werden bei der Variationsauf-
gabe nicht berücksichtigt. Physikalisch ist es meist so, dass wesentliche
Randbedingungen sich auf die Geometrie beziehen und zusätzliche durch
Berücksichtigung von Kräften oder Momenten entstehen.

3.7.1 Variationsproblem

Nach diesen physikalisch motivierten Betrachtungen nun zur mathematischen
Sicht. Das Teilgebiet der Mathematik, mit dem wir uns beschäftigen, ist die
Variationsrechnung - wir beschränken uns hier im Weiteren auf die Angabe
von Ergebnissen. So gibt es den mathematischen Satz: Zu einem Variati-
onsproblem existiert immer ein zugehöriges Rand- oder Eigenwertproblem.
Die Herleitung des RWP/EWP aus dem Variationsproblem ist relativ leicht
durchzuführen, was wir an einem einfachen Modellproblem demonstrieren
werden. Gegeben sei die Variationsaufgabe

I (y) =

x2∫
x1

f (x , y , y ′)dx
!
= minimal .

Wir suchen also aus einer Klasse von Konkurrenzfunktionen y = y(x ) diejeni-
ge (y0), die diese Extremalbedingung erfüllt. Zur Konkurrenz zugelassen sind
alle zweimal stetig differenzierbaren beschränkten Funktionen, welche die geo-
metrisch wesentlichen Randbedingungen erfüllen: y(x1) = y1 und y(x2) = y2

(siehe Abbildung 3.13). Alle Konkurrenzfunktionen y können wir formal un-
ter Verwendung der Lösung y0 als

y = y0 + ε · η

schreiben mit der beschränkten und die Randbedingungen η(x1) = η(x2) = 0
erfüllenden Funktion η. Da y0 das Minimum ist, gilt



3.7 Variationsproblem 145
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Abb. 3.13. Konkurrenzfunktionen

I (y0, 0) ≤ I (y0, ε) =

x2∫
x1

f (x , y0 + ε · η, y ′
0 + ε · η′)dx .

Wenn die Funktion y0 das Integral I (y) zum Minimum macht, dann hat
das Integral I (y0, ε) als Funktion von ε betrachtet bei ε = 0 ein relatives
Minimum, also I (y0, 0) ≤ I (y0, ε). Eine notwendige Bedingung für I (y0, 0) ≤
I (y0, ε) ist, dass

δI :=
dI
dε

(ε = 0) =

x2∫
x1

[
∂f
∂y

(x , y , y ′)η +
∂f
∂y ′ (x , y , y ′)η′]dx = 0

(“erste Variation des Grundintegrals“).

Eine partielle Integration liefert

δI =

x2∫
x1

(fy − d
dx

fy′)ηdx = 0 .

Da η �= 0 ist die Bedingung sicher erfüllt, wenn der Integrand verschwindet,
also

d
dx

∂f
∂y ′ −

∂f
∂y

= 0.

Man bezeichnet diese Gleichung auch als die zur Variationsaufgabe gehörende
Eulerschen Differenzialgleichung.

3.7.2 Eulersche Differenzialgleichungen

In Verallgemeinerung der oben gezeigten Vorgehensweise gilt im Falle einer
allgemeinen Extremalbedingung der folgende Satz:
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Satz: Gegeben sei die Extremalbedingung

E (y) =
∫

f (x , y , y ′, ..., y(n))dx
!
= extremal . (3.52)

Dann hat die zugehörige Eulersche Differenzialgleichung die Form

∂f
∂y

− d
dx

∂f
∂y ′ +

d2

dx 2

∂f
∂y ′′ − ... + (−1)n

dn

dxn

∂f
∂y(n)

= 0. (3.53)

Ist zu einem Problem die Variationsaufgabe bekannt, dann lässt sich über die
Eulersche Differenzialgleichung auf einfache Weise die zugehörige Differenzi-
algleichung angeben.

Für das inverse Problem der Variationsrechnung, also dem Übergang von
einem Randwertproblem zu einer Variationsaufgabe, existiert nicht immer
eine Lösung und falls sie existiert, ist es im Allgemeinen schwierig, sie herzu-
leiten. Eine Ausnahme bilden hier lineare Differenzialgleichungen, bei denen
ein Variationsproblem genau dann existiert, wenn der Differenzialoperator
selbstadjungiert und positiv definit ist. Das Variationsproblem lässt sich dann
direkt angeben. Gesichert ist auch die Existenz des zugehörigen Variations-
problems für Differenzialgleichungen zweiter Ordnung (auch nichtlineare).

3.7.3 Das Ritzsche Verfahren

Die Idee beim Ritzschen Verfahren besteht darin, die Variationsaufgabe mit
der Methode der Ansatzfunktionen zu lösen. Man wählt als Ansatzfunktion
wieder eine Linearkombination

ỹ(x ) =
n∑

i=1

ciϕi(x ) ,

wobei die Basisfunktionen ϕi = ϕi(x ) nur die wesentlichen Randbedingungen
erfüllen müssen. Die Ansatzfunktion y(x ) wird in das Funktional eingesetzt.
Die Minimierung erfolgt durch Nullsetzen der partiellen Ableitungen nach
den ci .

Die Näherung bei dem Ritzschen Verfahren besteht darin, dass das Minimum
des Funktionals nicht unter den unendlich vielen erlaubten Konkurrenzfunk-
tionen gesucht wird, sondern nur innerhalb des endlich dimensionalen Unter-
raums der ausgewählten Basisfunktionen.
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Beispiel 3.5 (Knickstab, mit Maple- Worksheet). Wir wenden das
Ritzsche Verfahren auf das Beispiel der Knickstabs an, das wir schon im
Abschnitt 3.3 mit Hilfe der Differenzenmethode näherungsweise gelöst haben
(siehe Abbildung 3.8).

Für den einseitig geführten, anderseitig eingespannten Knickstab gilt das nor-
mierte Randwertproblem

y(4)(x ) + λ2y ′′(x ) = 0 in [0, 1] , (3.54)
y(0) = y(1) = 0, y ′′(0) = 0, y ′(1) = 0 . (3.55)

In der technischen Mechanik wird gezeigt, dass das Energiefunktional zu die-
sem Problem

E (y) =

1∫
0

(y ′′2(x ) − λ2y ′2(x ))dx (3.56)

lautet. Man überprüfe diese Aussage, indem man zur Variationsaufgabe die
Eulersche Differenzialgleichung bestimme! Die wesentlichen Randbedingun-
gen der Variationsaufgabe lauten

y(0) = y(1) = 0, y ′(1) = 0 .

Das Verfahren von Ritz verlangt, dass die benutzte Ansatzfunktion die ki-
nematischen Randbedingungen erfüllt, im betrachteten Beispiel ist das die
Lagerung des Knickstabs. Wir benötigen bei der Formulierung über die Va-
riationsaufgabe nur diese 3 Randbedingungen, da in der Variationsaufgabe
maximal die zweite Ableitung vorkommt und daher nur die Randwerte für y
und y ′ wesentlich sind.

Als Basisfunktionen wählen wir

ϕ1(x ) = x (1 − x )2, ϕ2(x ) = x (1 − x )3 ,

welche beide die Randbedingungen erfüllen, und definieren als Ansatzfunkti-
on

ỹ(x ) = c1ϕ1(x ) + c2ϕ2(x )
= c1x (1 − x )2 + c2x (1 − x )3 .

Setzen wir die Ableitungen

ỹ ′(x ) = c1(1 − x )(1 − 3x ) + c2(1 − x )2(1 − 4x ) ,

ỹ ′′(x ) = 2[c1(3x − 2) + 3c2(1 − x )(2x − 1)]
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in das Energiefunktional E = E (y) ein, so müssen die partiellen Ableitungen
nach c1 und c2 als notwendige Bedingung für das Minimum verschwinden.
Damit interpretieren wir E (y) als Funktion F (c1, c2) der beiden Variablen c1

und c2. Es gilt

∂F
∂c1

= 2

1∫
0

(
∂ỹ ′′

∂c1
ỹ ′′ − λ2 ∂ỹ ′

∂c1
ỹ ′′)dx = (4 − 2

15
λ2)c1 + (4 − 1

10
λ2)c2

!
=0 ,

∂F
∂c2

= 2

1∫
0

(
∂ỹ ′′

∂c2
ỹ ′′ − λ2 ∂ỹ ′

∂c2
ỹ ′′)dx = (4 − 1

10
λ2)c1 + (

24
5

− 3
35

λ2)c2

!
=0 .

Dies ist ein lineares, homogenes Gleichungssystem für die Koeffizienten c1

und c2. Damit wir nicht nur die triviale Null-Lösung c1 = c2 = 0 und damit
y ≡ 0 erhalten, muss die Koeffizientendeterminante Null ergeben:

det

⎛⎝4 − 2
15λ2 4 − 1

10λ2

4 − 1
10λ2 24

5 − 3
35λ2

⎞⎠ = 0 .

Dies liefert die beiden Eigenwerte

λ1 = 4.5737, λ2 = 10.3480

mit einem Fehler von ε1 = +1.8% bzw. ε2 = +34% im Vergleich mit den
beiden richtigen Eigenwerten.
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Abb. 3.14. Vergleich mit der numerischen (gestrichelt) mit der exakten (durchge-
zogen) Lösung
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Die genaue Rechnung und Details sowie der grafische Vergleich mit der exak-
ten Lösung sind im zugehörigen Worksheet angegeben. Dort wird die Rech-
nung auch alternativ mit den Basisfunktionen ϕ1(x ) = −3sin(πx )+sin(3πx )
und ϕ2(x ) = sin(π

2 x )+sin( 3
2πx ) durchgeführt. Die Ergebnisse sind vergleich-

bar. Als Eigenwerte erhält man dann

1. Eigenwert λ1 = 4.4976 mit einem Fehler ε1 = +0.1%,

2. Eigenwert λ2 = 8.7945 mit einem Fehler ε2 = +13.8%. �

Bemerkungen:

1. Das Ritzsche Verfahren liefert grundsätzlich zu große Eigenwerte, so dass
von mehreren unterschiedlichen Rechenergebnissen stets das Kleinste das
Beste ist.

2. Es lässt sich zeigen, dass die Methode von Galerkin in den Fällen, in de-
nen eine zum gegebenen Randwertproblem äquivalente Variationsaufgabe
existiert, dieselben Ergebnisse liefert wie das Ritzsche Verfahren.

3. Da es sich beim obigen Beispiel um ein Eigenwertproblem handelt, gibt
es zu jedem Eigenwert λ ähnliche Lösungen; die Lösungen sind nur bis
auf eine Konstante bestimmt. Im Worksheet wird der freie Parameter der
numerischen Lösung an die exakte Lösung sin(λx ) − x sin(λ) angepasst.

4. Das Problem beim Ritzschen Verfahren ist wie bei der Methode der ge-
wichteten Residuen geeignete, globale Ansatzfunktionen zu finden, wel-
che die Randbedingungen erfüllen. Auch ist die Auswertung der Integra-
le meist sehr aufwändig. Einen Ausweg bildet hier die Finite-Elemente-
Methode, welche allgemein anwendbare Basisfunktionen liefert.

3.8 Die Finite-Elemente-Methode

Die Methode der finiten Elemente wurde in den letzten 50 Jahren entwickelt
und ist zu einem der wichtigsten Näherungsverfahren vor allem für Rand-
wertprobleme für partielle Differenzialgleichungen geworden. Pionierarbeiten
leisteten auf diesem Gebiet neben R. Courant, J. H. Argyris und O. C. Zien-
kiewiecz. Eine kurze Geschichte der Finite-Element-Methode wird in dem
Buch von Jung und Langer [35] gegeben.

Wir haben bei der Diskussion der Methode der gewichteten Residuen und
bei dem Ritzschen Verfahren bislang globale Ansatzfunktionen benutzt. Bei
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der Finite-Elemente-Methode (FE-Methode) definiert man die Basis-
funktionen nicht mehr global auf dem gesamten Intervall [a, b], sondern nur
lokal auf Teilintervallen, genauer ausgedrückt: Sie haben nur Werte ungleich
Null auf einzelnen Teilintervallen. Damit umgeht man das Problem, geeigne-
te Funktionen zu finden, welche die Randbedingungen erfüllen, im mehrdi-
mensionalen Fall ist dies oft unmöglich! Die Gleichungssysteme sind bei den
lokalen Basisfunktionen schwach besetzt und können auch für viele Gitter-
intervalle noch sehr effizient gelöst werden. Theoretische Aussagen über die
Genauigkeit werden möglich.

Der Grundgedanke der Finiten-Elemente-Methode besteht darin, das Inter-
vall [a, b] in n Teilintervalle zu zerlegen (”finite Elemente“) und als Basisfunk-
tionen einfache, lokal definierte Polynome zu wählen. Wir werden die Vor-
gehensweise für die folgenden, allgemeinen Differenzialgleichung 2. Ordnung
vorführen. Dazu betrachten wir das Randwertproblem

−(p y ′(x ))′ + q y(x ) = f (x ) in [a, b] , (3.57)
mit y(a) = y(b) = 0 (3.58)
und p > 0, q ≥ 0 . (3.59)

Bemerkungen:

1. Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass die
Randbedingungen y(a) = y(b) = 0 sind. Denn ist dies nicht der Fall,
transformiert man das Randwertproblem mit von Null verschiedenen
Randwerten

−(p u ′)′ + q u = g ; u(a) = ua , u(b) = ub

durch
y(x ) := u(x ) − b − x

b − a
ua − a − x

a − b
ub

auf ein Problem mit verschwindenden Randwerten

−(p y ′)′ + q y = f ; y(a) = 0, y(b) = 0

mit der modifizierten Inhomogenität

f = g − ua

b − a
p′ − ub

a − b
p′ − q

b − x
b − a

ua − q
a − x
a − b

ub .

2. In der folgenden Diskussion nehmen wir der Einfachheit halber an, dass
p und q konstante Funktionen sind. Die Vorgehensweise gilt aber auch
allgemein, wenn p und q Funktionen in x sind.
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Wie man über die Eulerschen Differenzialgleichung nachprüfen kann, ist

E (u) =

b∫
a

(p u ′2(x ) + q u2(x ))dx − 2

b∫
a

u(x ) f (x )dx (3.60)

das zum Randwertproblem gehörende Energiefunktional. Es ist damit ma-
thematisch äquivalent das Randwertproblem zu lösen oder unter allen zuläs-
sigen Funktionen u(x ) (zweimal stetig differenzierbar mit u(a) = u(b) = 0)
die Funktion zu finden, welche das Energiefunktional minimiert. Auch das
Variationsproblem ist in der Regel nicht exakt lösbar. Daher muss man sich
wie beim Ritzschen Verfahren auf eine kleinere Funktionenklasse beschränken
und sucht darin das Minimum.

Das Finite-Elemente-Verfahren läuft dann in den folgenden Schritten ab.

1. Schritt: Unterteilung des Intervalls. Wir unterteilen das Intervall in
n Teilintervalle (für die grafische Darstellung wählen wir n = 7).

� � � 
 � � � � � � � � �
�

�� � � � � � 	 �

Abb. 3.15. Intervallunterteilung

2. Schritt: Wahl der Basisfunktionen. Für jeden inneren Punkt des In-
tervalls xi , i = 1, ...,n − 1, definieren wir eine Basisfunktion ui(x ) mit der
Eigenschaft

ui(xj ) = δij =
{

0 für i �= j
1 für i = j .

Zwischen den Punkten soll die Funktion linear verlaufen. Man beachte, dass
die Beschränkung auf stückweise lineare Funktionen hier der Einfachheit
halber vorgenommen wird. Es können auch stückweise Polynome höherer
Ordnung gewählt werden. Aufgrund des Schaubilds nennen wir obige Funk-
tionen auch Dreiecksfunktionen oder Hutfunktionen.

3. Schritt: Berechnung des Energiefunktionals. Die Ansatzfunktion
ũ = ũ(x ) wird als Überlagerung (Linearkombination) dieser Dreiecksfunk-
tionen definiert. Man hat hier dann doch wieder wie im Falle eines Diffe-
renzenverfahrens eine Art Diskretisierung des Intervalls eingeführt. Bei der
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Abb. 3.16. Dreiecksfunktionen

FE-Methode ist dies aber nur der Ausgangspunkt für die Definition der Ba-
sisfunktionen. Die Ansatzfunktion und nach Bestimmung der Freiheitsgrade
die Näherungsfunktion ist eine kontinuierliche Funktion. Dieser wesentliche
Unterschied bleibt. Man bezeichnet in Anlehnung an die Differenzenverfahren
die Ansatzfunktion trotzdem gerne mit uh = uh(x ) statt mit ũ, wobei die

”Schrittweite“ h gewissermaßen das Symbol für die Diskretisierung oder all-
gemein die Approximation ist. Wir werden diese Bezeichnung im Folgenden
so übernehmen und erhalten die Ansatzfunktion in der Form

uh(x ) =
n−1∑
i=1

ciui(x ) . (3.61)

Man bezeichnet die Dreiecksfunktionen ui(x ) als Basisfunktionen, da sie eine
Basis des (n − 1)-dimensionalen Vektorraums

S = {uh(x ) =
n−1∑
i=1

ciui(x ) mit ci ∈ R}

bilden. Gelegentlich werden sie auch als Elementfunktionen bzw. Shapefunk-
tionen bezeichnet, da sie auf den finiten Elementen definiert sind. Für eine
gegebene Unterteilung des Intervalls ist S die Menge der stetigen, stückweise
linearen Funktionen, die in den Punkten xi(i = 1, ...,n − 1) vorgegeben sind.
Die Funktionswerte an den Punkten xi sind in diesem Falle die Koeffizienten
ci , d.h.

uh(xi) = ci für alle i = 1, ...,n − 1.

Man nennt die Koeffizienten ci auch die Freiheitsgrade der Ansatzfunktion.
Nach dieser Diskretisierung des Funktionenraumes suchen wir das Minimum
des Energiefunktionals E = E (u) nicht mehr unter allen zulässigen Funk-
tionen, sondern nur unter den Funktionen aus der Menge S , also unter den
stückweisen linearen Funktionen. Es sind somit Koeffizienten ci gesucht, so
dass für die Funktion uh(x ) =

∑n−1
i=1 ci ui(x ) das Energiefunktional E (u)

minimal wird.

Um eine notwendige Bedingung für das Minimum zu erhalten, nehmen wir
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Abb. 3.17. Linearkombination der Dreiecksfunktionen

eine beliebige Funktion aus S und bestimmen dazu die Energie E (u). Zur
übersichtlicheren Berechnung führen wir die folgenden Abkürzungen ein:

[u, v ] =

b∫
a

(p u ′(x ) v ′(x ) + q u(x ) v(x ))dx , (3.62)

< u, v > =

b∫
a

u(x ) v(x )dx . (3.63)

Sowohl <, > als auch [ , ] sind Skalarprodukte, d.h. es gelten die folgenden
Eigenschaften:

(S1) Linearität im ersten und zweiten Argument:

< α1u1 + α2u2, v > = α1 < u1, v > +α2 < u2, v > ,

< u, α1v1 + α2v2 > = α1 < u, v1 > +α2 < u, v2 > ,

(S2) Symmetrie:

< u, v >=< v , u > ,

(S3) Positiv definit:

< u, u >≥ 0 für alle u ,

< u, u >= 0 ⇔ u = 0 .
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Beweis der Eigenschaften ⇒ Übungsaufgabe.

Mit den eingeführten Abkürzungen und den Eigenschaften von [ , ] bzw. <, >
setzt man die Ansatzfunktion in das Energiefunktional ein:

E (uh) = [uh , uh ] − 2 < uh , f >=: F (c1, c2, ..., cn−1) . (3.64)

Es ergibt sich für die Funktion F = F (uh) in den Variablen c1, ..., cn−1

F (uh) = [
n−1∑
i=1

ciui ,
n−1∑
j=1

cjuj ] − 2 <
n−1∑
k=1

ckuk , f >

S1
=

n−1∑
i=1

ci [ui ,
n−1∑
j=1

cjuj ] − 2
n−1∑
k=1

ck < uk , f >

S2
=

n−1∑
i=1

n−1∑
j=1

cicj [ui , uj ] − 2
n−1∑
k=1

ck < uk , f > .

Man beachte, dass [ui , uj ] bzw. < uk , f > bestimmte Integrale über bekannte
Funktionen sind und damit reine Zahlenwerte darstellen.

4. Schritt: Minimierung des Energiefunktionals. Von der Funktion F
muss nun das Minimum gefunden werden. Eine notwendige Bedingung für
das Minimum ist, dass alle partiellen Ableitungen nach den Variablen cl ver-
schwinden:

∂F
∂cl

= 0 für alle l = 1, ...,n − 1 . (3.65)

Ausführlich geschrieben lautet die Funktion F :

F (c1, ..., cn−1) = c2
1 [u1, u1] + c1c2[u1, u2] + c1c3[u1, u3] + ... + c1cn−1[u1, un−1] +

c2c1[u2, u1] + c2
2 [u2, u2] + c2c3[u2, u3] + ... + c2cn−1[u2, un−1] +

...
cn−1c1[un−1, u1] + cn−1c2[un−1, u2] + cn−1c3[un−1, u3] + ...

+c2
n−1[un−1, un−1]

−2c1 < u1, f > −2c2 < u2, f > −... − 2cn−1 < un−1, f > .

Wir leiten F partiell nach den Koeffizienten ci ab. Mit der Symmetrieeigen-
schaft [ui , uj ] = [uj , ui ] gilt dann
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∂F

∂c1
= 0 : 2c1[u1, u1] + 2c2[u1, u2] + 2c3[u1, u3] + ...

+2cn−1[u1, un−1] − 2 < u1, f >= 0 ,

∂F

∂c2
= 0 : 2c1[u2, u1] + 2c2[u2, u2] + 2c3[u2, u3] + ...

+2cn−1[u2, un−1] − 2 < u2, f >= 0 ,

...
∂F

∂cn−1
= 0 : 2c1[un−1, u1] + 2c2[un−1, u2] + 2c3[un−1, u3] + ...

+2cn−1[un−1, un−1] − 2 < un−1, f >= 0 .

Dies ist ein LGS für die gesuchten Größen c1, ..., cn−1. Führen wir die Matrix
A und die rechte Seite b ein, so erhalten wir das LGS in der Form⎛⎜⎜⎜⎝

[u1, u1] [u1, u2] [u1, u3] . . . [u1, un−1]
[u2, u1] [u2, u2] [u2, u3] . . . [u2, un−1]

...
[un−1, u1] [un−1, u2] [un−1, u3] . . . [un−1, un−1]

⎞⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

A

⎛⎜⎜⎜⎝
c1

c2

...
cn−1

⎞⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

c

=

⎛⎜⎜⎜⎝
< u1, f >
< u2, f >

...
< un−1, f >

⎞⎟⎟⎟⎠
︸ ︷︷ ︸

b

oder in Kurzschreibweise
Ac = b .

Ist c̄ = (c̄1, c̄2, . . . , c̄n−1) die Lösung des LGS, dann ist

ūh(x ) =
n−1∑
i=1

c̄iui(x ) (3.66)

die gesuchte Funktion aus S , für die das Energieminimum angenommen wird.
Zunächst ist die Bedingung, dass die partiellen Ableitungen Null sind, nur
eine notwendige Bedingung für ein lokales Extremum. Man kann jedoch weiter
zeigen, dass die Matrix A positiv definit ist, d.h. alle Eigenwerte positiv sind.
Daher ist die Lösung des LGS gleichzeitig das lokale Minimum der Funktion
F .

Bemerkung: In der oben durchgeführten Diskussion wurde noch nicht die
spezielle Wahl der Basisfunktionen eingegangen. D.h. das angegebene LGS
mit der Matrix A ist noch unabhängig von der Wahl dieser Basisfunktionen.
Wir werden erst im folgenden Beispiel die spezielle Wahl der Basisfunktionen
berücksichtigen.
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Beispiel 3.6 (Mit Maple-Worksheet). Gegeben sei das Randwertpro-
blem

−y ′′(x ) = 10 in [0, 1], y(0) = y(1) = 0 .

Wählen wir eine Unterteilung des Intervalls [0, 1] in n Teilintervalle der Länge
h = 1

n und als Basisfunktionen die in Schritt 2 eingeführten Dreiecksfunktio-
nen ui(x ), müssen wir die Ansatzfunktion

uh(x ) =
n−1∑
i=1

ciui(x )

in das Energiefunktional

E (u) = [u, u] − 2 < u, f >

einsetzen. In unserem Beispiel ist p = 1, q = 0 und f = 10, so dass

[u, v ] =

1∫
0

u ′(x ) v ′(x ) dx und < u, f >=

1∫
0

u(x ) 10 dx .

Beim Aufstellen der Matrix A = ([ui , uj ])i,j stellt man fest, dass [ui , uj ] = 0
für |i − j | > 1, da sich die Träger der Dreiecksfunktionen nicht überschnei-
den und somit das Integral Null ergibt. Daher müssen wir nur [ui , ui ] und
[ui , ui+1] bzw. < ui , f > für die rechte Seite b berechnen:

(1) [ui , ui ]:

� �

�

� � � �� � �

� �

� � � � � � � �

[ui , ui ] =
∫ 1

0
(u ′

i(x ))2dx

=
∫ xi

xi−1
( 1
h )2dx +

∫ xi+1

xi
(− 1

h )2dx

= 1
h2 h + 1

h2 h = 2
h .

(2) [ui , ui+1]:

� �

� � � � � � �

� � � � � � � ��
� � �

� � � � � � �� � �� � � � ��

[ui , ui+1] =
∫ xi+1

xi
u ′
i(x ) u ′

i+1(x ) dx

=
∫ xi+1

xi
(− 1

h ) 1
h dx = − 1

h .

(3) Für die Berechnung der rechten Seite des LGS gilt
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bi =< ui , f >=

xi+1∫
xi−1

ui(x ) · 10 dx =
1
2
2h · 1 · 10 = 10 h .

Der Wert [ui−1, ui ] ergibt sich aus der Symmetriebedingung [ui−1, ui ] =
[ui , ui+1].

0
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Abb. 3.18. Vergleich der numerischen mit der exakten Lösung

Insgesamt erhalten wir das lineare Gleichungssystem

Ac = b

mit der Tridiagonalmatrix A und der rechten Seite b

A =
1
h

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
2 −1 . . . 0

−1
. . . . . .

...
...

. . . . . . −1
0 . . . −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , b = h

⎛⎜⎜⎜⎝
10
10
...

10

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Dieses LGS ist für eine Unterteilung von n = 6 im Worksheet gelöst. Man
erhält

c̄1 =
25
36

, c̄2 =
10
9

, c̄3 =
5
4
, c̄4 =

10
9

, c̄5 =
25
36

.

Damit ist

ūh(x ) =
5∑

i=1

c̄iui(x )

eine Näherung für die Lösung der Differenzialgleichung. Zum grafischen Ver-
gleich wird die exakte Lösung des Randwertproblem y(x ) = −5x 2 + 5x mit
in das Schaubild aufgenommen. �



158 3 Rand- und Eigenwertprobleme gewöhnlicher Differenzialgleichungen

Beispiel 3.7 (Mit Maple-Worksheet). Gesucht ist eine Näherung für die
Lösung des Randwertproblems

− y ′′(x ) = 10 in [0, 1], y(0) = ya und y(1) = yb . (3.67)

Um dieses RWP mit nicht verschwindenden Randbedingungen zu lösen, kann
man zwei alternative Wege wählen:

1. Man transformiert nach Bemerkung (1) das Randwertproblem auf

−u ′′(x ) = 10, u(0) = u(1) = 0 ,

löst dieses Problem analog zu Beispiel 1 mit der gleichen Matrix A und
rechten Seite b, da p′ = 0 und q = 0. Anschließend setzt man

y(x ) = u(x ) + (1 − x )ya + x yb ,

um die gesuchte Näherung zu erhalten, siehe Worksheet.

2. Alternativ erweitert man das Konzept der Basisfunktionen, indem man
zu u1(x ), . . . , un−1(x ) noch die beiden “halben“ Dreiecksfunktionen u0(x )
und un(x ) für den linken bzw. rechten Rand hinzunimmt.

(a) Linker Rand (b) Rechter Rand

Abb. 3.19. Basisfunktionen am linken und rechten Rand

Als Ansatzfunktion wählt man

uh(x ) = ya u0(x ) +
n−1∑
i=1

ci ui(x ) + yb un(x )

mit den fest vorgegebenen Randwerten ya und yb . Bei der Minimierung
des Energiefunktionals bleiben alle Gleichungen bis auf die erste und letz-
te erhalten. Diese werden modifiziert zu
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2ya [u0, u1] + 2c1[u1, u1] + · · · + 2cn−1[u1, un−1] − 2 < u1, f > = 0

bzw.

2c1[un−1, u1] + · · · + 2cn [un−1, un−1] + 2yb [yn−1, yn ] − 2 < un−1, f > = 0.

Daher bleibt die Matrix A wieder erhalten, lediglich die rechte Seite b
des LGS wird an der ersten und letzten Stelle modifiziert:

b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
< u1, f > − ya [u0, u1]
< u2, f >

...
< un−2, f >
< un−1, f > − yb [un−1, un ]

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Speziell für obiges Randwertproblem gilt

� �

�

� �

[u0, u1] =
∫ x1

x0
u ′
0(x ) u ′

1(x )dx

=
∫ x1

x0
(− 1

h ) 1
h dx

= − 1
h2 h = − 1

h

bzw. analog [un−1, un ] = − 1
h .

Damit ist

b =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
< u1, f > + ya

h
< u2, f >

...
< un−2, f >
< un−1, f > + yb

h

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Die Rechnung ist in einem separaten Worksheet ausgeführt und mit der
exakten Lösung des Problems verglichen.

Zusammenfassung: Bei der Beschreibung der Finiten-Elemente-Methode
wurde das Randwertproblem nicht direkt über die Differenzialgleichung ge-
löst, sondern über die zugehörige Variationsaufgabe. Es wurde ein Minimum
des zur Differenzialgleichung gehörenden Energiefunktionals gesucht. Da auch
dieses Problem in der Regel nicht exakt lösbar ist, muss eine Approximation
ausgeführt werden. Dazu beschränkt man sich bei der Suche nach dem Mi-
nimum auf eine kleinere Klasse von Funktionen: Man unterteilt das Intervall
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1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abb. 3.20. Vergleich der numerischen (gestrichelt) mit der exakten (durchgezogen)
Lösung

[a, b] in n Teilintervalle (finite Elemente) und betrachtet in jedem Punkt xi

nur Dreiecksfunktionen (Basisfunktionen). Das Minimum wird dann in der
Menge der Überlagerungen dieser Basisfunktionen

uh(x ) =
n−1∑
i=1

ci ui(x )

gesucht. Durch die Einschränkung auf lokale Basisfunktionen (hier stetige,
stückweise lineare Funktionen) reduziert sich das Problem auf das Lösen eines
LGS für die Koeffizienten ci , welche genau die gesuchten Funktionswerte an
den Stellen xi sind. Durch die lokalen Basisfunktionen ist die Matrix des LGS
tridiagonal und somit schnell lösbar.

Bemerkung: Wir haben hier die Idee der finiten Elemente mit den lokalen
Basisfunktionen im Rahmen des Ritzschen Verfahrens benutzt. Hier wurden
die Freiheitsgrade aus der Variationsaufgabe bestimmt. Die Finite-Elemente-
Methode kann auch mit der Methode der gewichteten Residuen kombiniert
werden. Es ist sogar so, dass bei den Problemen, für die eine Variationsfor-
mulierung existiert, das Galerkin-Verfahren die gleiche Näherungslösung wie
das Ritzsche Verfahren liefert.

3.9 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Die Theorie der Randwertprobleme ist weitaus komplizierter als die der An-
fangswertprobleme. Sie wird zum Beispiel bei Heuser [32] einführend be-
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handelt. Das Schießverfahren, wie wir es hier vorgestellt haben, wird auch
Einfachschießverfahren genannt. Neben diesem gibt es noch den Ansatz des
Mehrfachschießverfahrens oder auch Mehrzielmethode genannt, bei dem das
Gesamtintervall in einzelne Intervalle aufgeteilt wird und dann in jedem Teil-
intervall das Schießverfahren durchgeführt wird. Dieser Ansatz ist im Allge-
meinen stabiler und wird für praktische Probleme dem einfachen Verfahren
vorgezogen. Eine Einführung in das Mehrfachschießverfahren findet sich zum
Beispiel bei Stoer und Bulirsch [59], Rechenprogramme in [47].

Differenzenverfahren sind von der Idee her einfach zu verstehen. Die Diffe-
renzengleichungen an den Stützstellen liefern ein Gleichungssystem. Dies ist
im Falle einer linearen Differenzialgleichungen ein lineares Gleichungssystem.
Insbesondere für lineare Differenzialgleichungen 2.Ordnung ist es als tridiago-
nales Gleichungssystem einfach und schnell mit dem Thomas-Algorithmus zu
lösen. Bei nichtlinearen Problemen ergibt sich ein nichtlineares Gleichungs-
system. Hier muss ein geeignetes Iterationsverfahren gefunden werden. Das
Newton-Verfahren liefert sehr schnell eine genaue Lösung, allerdings muss
der Startwert im Allgemeinen gut sein, d.h. in der Nähe der Lösung liegen.
Es wird somit gern kombiniert mit einem anderen Iterationsverfahren, wie
sie im Anhang B aufgeführt sind, welche dann ein paar Iterationen einen gu-
ten Sartwert für das Newton-Verfahren liefert. Differenzenverfahren werden
meist dann eingesetzt, wenn die erforderliche Genauigkeit nicht sehr hoch
sein muss. Differenzenquotienten höherer Ordnung erhöhen den Rechenauf-
wand deutlich. Extrapolationsmethoden lassen sich ebenso zur Erhöhung der
Ordnung einsetzen. Ein Standardwerk zur numerischen Lösung von Rand-
wertproblemen mit Differenzenverfahren ist das Buch von Keller [36].

Die Methode der gewichteten Residuen wird nur für spezielle Problemklas-
sen mit globalen Ansatzfunktionen eingesetzt. Für diese Probleme kennt man
die Eigenschaften der Lösung und geeignete zugehörige Basisfunktionen. An-
sonsten benutzt man die Basis der lokal definierten Ansatzfunktionen, d.h. die
Finite-Elemente-Methode. Die Berechnung der optimalen Koeffizienten kann
über die verschiedenen Methoden der gewichteten Residuen erfolgen oder
falls für die Differenzialgleichung ein zugehöriges Variationsproblem existiert,
über dessen Minimierung. Dies haben wir hier exemplarisch ausgeführt. Die
Hauptanwendungsgebiete der Finiten-Elemente sind allerdings die partiellen
Differenzialgleichungen. Darauf werden wir zurückkommen. Bücher über die
Methode der finiten Elemente enthalten als Einführung meist die Behand-
lung von Randwertproblemen von gewöhnlichen Differenzialgleichungen, so
z.B. Jung und Langer [35], Braess [5], Hanke-Bourgeois [30] und Großmann
und Roos [24].

Kapitel mit der numerischen Behandlung von Randwertproblemen für ge-
wöhnliche Differenzialgleichungen allgemein gibt es z.B. in den Numerik-
Büchern von Kress [38], Schwarz und Köckler [55], Stoer und Bulirsch [59],
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Faires und Burden [19] und Plato [46]. Dort werden im Rahmen der nume-
rischen linearen Algebra auch die numerische Lösung von Eignewertproble-
men behandelt. Ein klassisches Werk zu Eigenwertproblemen, bei dem die
Anwendungen im Vordergrund stehen, ist das Buch von Collatz [9]. Software
zu Randwertproblemen für gewöhnliche Differenzialgleichungen enthalten die
großen Software-Bibliotheken für gewöhnliche Differenzialgleichungen ebenso
die IMSL- [68] oder NAG-Bibliothek [45]. In MATLAB gibt es entsprechen-
de Programme. Für die numerische Lösung mit Finiten-Elemente-Verfahren
gibt es eine ganze Reihe von kommerziellen Programmpaketen wie ABAQUS,
ANSYS und NASTRAN und PERMAS.

3.10 Beispiele und Aufgaben

Aufgabe 3.1 (Nichtlineares Schießverfahren). Lösen sie das RWP für
die nichtlineare Differenzialgleichung

y ′′(x ) = (1 + y ′2(x ))(3/2) x (x − 1) ,

y(0) = y(1) = 0

mit dem allgemeinen Schießverfahren.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 3.2 (Lineares Schießverfahren). Lösen sie die lineare Differen-
zialgleichung

y ′′(x ) = x (x − 1) y ′(x ) + 1 ,

y(0) = y(1) = 0

mit dem vereinfachten Schießverfahren.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 3.3 (Schießverfahren). Gegeben ist das Randwertproblem

y ′′(x ) + (1 + x 2) y(x ) = −1,

y(−1) = y(1) = 0,

welches die Knickbiegung eines elastischen Stabs unter Einwirkung einer axial
angreifenden Druckkraft und konstanter Querbelastung beschreibt.

Lösen sie dieses Problem mit dem Schießverfahren. Zeigen sie, indem sie
h = 0.1, 0.05, 0.01 setzen, dass die mit dem Schießverfahren berechneten
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Näherungen dieselbe Fehlerordnung besitzen wie die Differenzennäherungen,
aus denen sie hervorgegangen sind. �

Aufgabe 3.4 (Differenzenverfahren). Lösen sie das Randwertproblem

−y ′′(x ) + y(x ) = 1 mit y(0) = y(1) = 0

mit der Differenzenmethode und vergleichen sie die numerische Lösung mit
der exakten Lösung

y(x ) =
e − 1
1 − e2

(ex + e−x+1) + 1 .

�

Aufgabe 3.5 (Differenzenverfahren). Lösen sie das Randwertproblem

y(4)(x ) + y ′′(x ) = −0.5 ,

y(0) = y(1) = 0, y ′(0) = 1, y ′(1) = 0

mit der Differenzenmethode. Berücksichtigen sie dabei die Ableitungen an
den Rändern, indem sie für die Formeln am Rand die Prozedur FDFormeln
verwenden. Vergleichen sie die numerische Lösung mit der analytischen.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 3.6 (Eigenwertproblem). Lösen sie das Eigenwertproblem

y ′′(x ) + λ y(x ) = 0, y(0) = y(1) = 0

mit dem Differenzenverfahren. Vergleichen sie die numerisch gefundenen Ei-
genwerte mit den exakten λn = n2 π2. Wählen sie dazu als Anzahl der In-
tervallunterteilung 7, 13, 21. Vergleichen sie grafisch die numerischen Eigen-
funktionen mit den Eigenfunktionen der exakten Lösung

yn(x ) = cn sin(n π x ) .

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 3.7 (Methode der gewichteten Residuen). Lösen sie das
Randwertproblem

−y ′′(x ) + y(x ) = 1; y(0) = y(1) = 0
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durch die Methode der gewichteten Residuen, indem sie geeignete, globale
Ansatzfunktionen erzeugen. Vergleichen sie die so gefundene Lösung mit
der exakten

y(x ) =
e − 1
1 − e2

(ex + e−x+1) + 1 .

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 3.8 (Variationsaufgabe). Prüfen sie durch die Anwendung der
Eulerschen Differenzialgleichung, dass das Energiefunktional

E (y) =

1∫
0

(y ′′2(x ) − λ2y ′2(x ))dx

auf die Differenzialgleichung

y(4)(x ) + λ2y ′′(x ) = 0 in [0, 1]

führt. �

Aufgabe 3.9 (Ritzsches Verfahren).

a) Zeigen sie, dass das zur Variationsaufgabe (unter den Nebenbedingungen
y(0) = 4, y(1) = 1)

E (ϕ) =
1
2

1∫
0

(ϕ′2(x ) + ϕ3(x ))dx

gehörende Randwertproblem

y ′′(x ) =
3
2

y2(x ) mit y(0) = 4, y(1) = 1

lautet.

b) Zeigen sie, dass

y(x ) =
4

(1 + x )2

die Lösung des Randwertproblems ist.

c) Wenden sie auf das Problem das Ritz-Verfahren mit geeigneten Ansatz-
funktionen an und vergleichen sie die numerische Lösung mit der exakten.
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d) Prüfen sie, ob

u0(x ) = 4 − 3x , un(x ) = x − x (n+1) (n ≥ 1)

erlaubte Ansatzfunktionen sind, d.h. u0 die inhomogenen und un die ho-
mogenen Randbedingungen erfüllen.

e) Wählen sie als Ansatz (n = 1)

u(x ) = u0(x ) + c1 u1(x )

und prüfen sie, dass c1 = −3.041320 bzw. c1 = −51.403125 gilt. Zeichnen
Sie beide Varianten und vergleichen sie diese mit der exakten Lösung.

f) Wählen sie als Ansatz (n = 2)

u(x ) = u0(x ) + c1 u1(x ) + c2 u2(x )

und prüfen sie durch Lösen des nichtlinearen Gleichungssystems,

18c2
1 + 54c1c2 + 41c2

2 + 980c1 + 1452c2 + 2814 = 0
27c2

1 + 82c1c2 + 63c2
2 + 1452c1 + 2250c2 + 3906 = 0,

ob (c1 = −7.07003620 und c2 = 2.72044119) bzw. (c1 = −32.15840455
und c2 = −12.59374898) gilt. Zeichnen sie beide Varianten und verglei-
chen sie diese mit der exakten Lösung.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 3.10 (Ritzsches Verfahren). Wenden sie auf das Eigenwertpro-
blem

y ′′(x ) + λ y(x ) = 0, y(0) = y(1) = 0

das Ritz-Verfahren an. Ein zugehöriges Energiefunktional lautet

E (u) =
1
2

1∫
0

(u ′2(x ) − λu2(x )) dx .

Vergleichen sie die numerisch gefundenen Eigenwerte mit den exakten λn =
n2 π2. Vergleichen sie grafisch die numerischen Eigenfunktionen mit den rich-
tigen Eigenfunktionen

yn(x ) = cn sin(n π x ) .

�
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Aufgabe 3.11 (Variationsaufgabe). Prüfen sie durch die Anwendung der
Eulerschen Differenzialgleichung, dass

E (u) =
1
2

b∫
a

(p u ′2(x ) + q u2(x ) − 2u(x ) f (x ))dx

unter der Nebenbedingung u(a) = ua , u(b) = ub ein zum Randwertproblem

−(p u ′)′ + q u = f , u(a) = ua , u(b) = ub

gehörendes Energiefunktional ist. �

Aufgabe 3.12 (Finite-Elemente-Methode). Lösen sie das Randwertpro-
blem

−y ′′(x ) = π2sin(π x ), y(0) = 0, y(1) = 1

mit der Finiten-Elemente-Methode. Verwenden sie hierzu das Energiefunk-
tional aus obiger Aufgabe. Vergleichen sie die numerische Lösung mit der
exakten Lösung

y(x ) = sin(π x ) + x .

�

Aufgabe 3.13 (Finite-Elemente-Methode). Lösen sie das Randwertpro-
blem

−y ′′(x ) + y(x ) = 0
y(0) = 5, y(2) = 4

mit der Finiten-Elemente-Methode. Beachten sie dabei, dass das Energie-
funktional E (u) = [u, u] durch

[u, v ] =

2∫
1

(u ′(x ) v ′(x ) + u(x ) v(x ))dx

gegeben ist.
(a) Transformieren sie dazu das Problem auf eines mit verschwindenden
Randbedingungen (mit Maple-Worksheet).
(b) Modifizieren sie alternativ zu (a) die Basisfunktionen an den Intervall-
grenzen (mit Maple-Worksheet). �



4 Grundlagen der partiellen
Differenzialgleichungen

Viele technische und physikalische Vorgänge lassen sich nicht oder nur in
Spezialfällen durch eine Koordinate und mit gewöhnlichen Differenzialglei-
chungen beschreiben. Bei mehr als einer unabhängigen Variablen ist das ma-
thematische Modell dann eine partielle Differenzialgleichung. Man denke
nur an eine Strömung, welche sich im ganzen Raum ausbreitet. In diesem Fall
hat man als unabhängige Variablen die drei Raumvariablen x , y , z , und für
instationäre Probleme zusätzlich die Zeit t . Bei einer instationären Strömung
sind zum Beispiel Geschwindigkeit v und der Druck p als Funktionen

v = v(x , y , z , t) , p = p(x , y , z , t)

gesucht. Die Lösung ist eine Funktion von mehreren Variablen und das mathe-
matische Modell eine oder ein System von partiellen Differenzialgleichungen.

Wir werden uns der Einfachheit halber oft auf zwei unabhängige Variablen x ,
y oder auch x , t beschränken, falls ein zeitabhängiges Problem vorliegt. Ganz
allgemein hat eine solche zweidimensionale partielle Differenzialgleichung
erster Ordnung die Form

F (x , y , u(x , y), ux (x , y), uy(x , y)) = F (x , y , u, ux , uy) = 0 .

Die partiellen Ableitungen werden der kürzeren Schreibweise halber meist
durch Indizes bezeichnet, d.h. ux = ∂u

∂x zum Beispiel. Die Ordnung der par-
tiellen Differenzialgleichung ist der Grad der höchsten Ableitung, welche in
der Gleichung auftritt. Die allgemeinste Form einer partiellen Differenzi-
algleichung zweiter Ordnung lautet somit

F (x , y , u, ux , uy , uxx , uxy , uyy) = 0 .

Der Schritt von einem zwei- zu einem dreidimensionalen Problem ist bezüg-
lich der Konstruktion numerischer Methoden oft nur eine einfache Übertra-
gung der Algorithmen und der Ideen. Der Übergang von der eindimensio-
nalen gewöhnlichen zur zweidimensionalen partiellen Gleichung ist meist der
wesentliche Schritt, der neue Ansätze und Konstruktionen erfordert. Bei der
Übertragung der Algorithmen in Rechenprogramme und der numerischen Si-
mulation praktischer Probleme muss man bei dieser Aussage allerdings etwas
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skeptisch sein. Bezüglich Programmstruktur, Datenmenge und Rechenzeit
sind die dreidimensionalen numerischen Simulationen weitaus aufwändiger.
Zudem sind die simulierten dreidimensionalen physikalischen Phänomene oft
auch komplexer. Kurz ausgedrückt, das dreidimensionale praktische Problem
kann eine ganz neue Dimension bekommen.

Schon bei den gewöhnlichen Differenzialgleichungen sah man, dass die Lö-
sungen problemabhängig ein sehr unterschiedliches Verhalten zeigen können.
Bei partiellen Differenzialgleichungen ist dies noch stärker ausgeprägt. Die
erste Orientierung bezüglich der Eigenschaften einer partiellen Differenzial-
gleichung gibt die Einteilung in drei Klassen. Die Vertreter dieser Klassen
beschreiben grundlegende verschiedene physikalische Vorgänge: Stationäre
Vorgänge, dissipative Phänomene und Wellenausbreitungsvorgänge.
Zwischen den einzelnen Vertretern einer Klasse gibt es weitere Unterschiede.
Das Verhalten der Lösungen nichtlinearer Differenzialgleichungen sind oft
sehr verschieden von denen linearer Probleme. Für die numerische Simula-
tion ist es somit wichtig, über die Eigenschaften des Problems und seiner
Lösungen Information zu haben. Diese spielen eine wichtige Rolle bei der
Konstruktion der numerischen Verfahren.

Dieses Kapitel enthält deshalb etwas Theorie zu den partiellen Differenzial-
gleichungen. Es wird zunächst auf die Klassifizierung eingegangen. An einigen
typischen Vertretern aus technischen und physikalischen Anwendungen wer-
den die grundlegenden Eigenschaften der Lösungen skizziert, die Vorgabe von
Nebenbedingungen wie Anfangs- oder Randwerte diskutiert. Neben den drei
Klassen von partiellen Differenzialgleichungen gibt es auch drei verschiedene
Arten von Nebenbedingungen: die Anfangswertprobleme (AWP), die
Randwertprobleme (RWP) und die Anfangs-Randwertprobleme
(ARWP). Wir können in diesem Kapitel natürlich nur einen kurzen Über-
blick geben, der aber für das Verständnis der Konstruktion der numerischen
Methoden für die hier behandelten partiellen Differenzialgleichungen zwin-
gend nötig ist.

4.1 Klassifizierung der partiellen Differenzialgleichungen
2. Ordnung

Die Klassifizierung möchten wir zunächst an einer partiellen Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung der Form

a uxx + b uxy + c uyy = h (4.1)

ausführen. Wir beschränken uns dabei auf zwei Raumdimensionen, die ge-
suchte Lösung u hängt von den zwei unabhängigen Variablen x und y ab:
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u = u(x , y). Vorausgesetzt wird hier und im Folgenden, dass die Lösung
mindestens zweimal stetig differenzierbar ist.

Die Gleichung (4.1) heißt linear mit konstanten Koeffizienten, linear
oder quasilinear, wenn

a ∈ R, b ∈ R, c ∈ R (4.2)

oder
a = a(x , y), b = b(x , y), c = c(x , y) (4.3)

beziehungsweise

a = a(x , y , u), b = b(x , y , u), c = c(x , y , u) (4.4)

gilt.

Für die rechte Seite h wird nur vorausgesetzt, dass sie keine zweiten Ablei-
tungen enthält:

h = h(x , y , u, ux , uy) . (4.5)

Solange keine Verwechslungen auftreten können, werden die partiellen Ablei-
tungen mit den entsprechenden Indizes abgekürzt:

uxx =
∂2u
∂x 2

, uxy =
∂2u

∂x∂y
, uyy =

∂2u
∂y2

,

ux =
∂u
∂x

, uy =
∂u
∂y

,

wie schon in Gleichung(4.1) ausgeführt. Im Folgenden wird zunächst ange-
nommen, dass die Gleichung linear mit konstanten Koeffizienten ist.

Die lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung (4.1) mit konstanten Ko-
effizienten heißt elliptisch, wenn für die Koeffizienten

b2 − 4ac < 0 , (4.6)

sie heißt parabolisch, wenn

b2 − 4ac = 0 (4.7)

und hyperbolisch, wenn
b2 − 4ac > 0 (4.8)

erfüllt ist.
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Bemerkung: Was haben die partiellen Differenzialgleichungen mit den Ke-
gelschnitten, wie der Ellipse, Parabel oder Hyperbel zu tun? Nun, die Glei-
chung der Kegelschnitte lautet

a x 2 + b xy + c y2 = h (4.9)

mit Konstanten a, b, c und der linearen Funktion h = h(x , y). Gilt (4.6),
(4.7) oder (4.8), dann ist die zugehörige Gleichung eine Ellipse, eine Parabel
oder eine Hyperbel. Die Namen für die Klassifizierung bei den partiellen
Differenzialgleichungen wird aus dieser Analogie abgeleitet.

Eine solche Klasseneinteilung macht zum Einen nur dann Sinn, wenn die
Vertreter einer Klasse ähnliche Eigenschaften besitzen. Zum Anderen: Wird
das mathematische Modell umformuliert oder ein anderes Koordinatensystem
gewählt, darf sich der Typ der Differenzialgleichung nicht ändern: Es wird
noch immer das gleiche Problem beschrieben. Es lässt sich durch einfaches
Ausrechnen zeigen, dass jede umkehrbare Transformation den Typ der Diffe-
renzialgleichung erhält. Man zeigt, dass die Koeffizienten der transformierten
Differenzialgleichung wiederum den entsprechenden Bedingungen (4.6) - (4.8)
genügen.

Bei den Kegelschnitten kann man mit Hilfe der Hauptachsentransformation
die Gleichung (4.9) des Kegelschnittes auf eine einfache Form bringen. So ist
die Normalform der Ellipse durch die Gleichung

a x 2 + c y2 = 1 mit a > 0, c > 0 ,

die Hyperbel durch

a x 2 − c y2 = 1 mit a > 0, c > 0

und die Parabel durch

y = a x 2 + h mit a ∈ R

bestimmt. Bei den partiellen Differenzialgleichungen zweiter Ordnung lässt
sich dies in ähnlicher Form durchführen. Es gibt somit einfache kanonische
Vertreter der entsprechenden Klassen, an denen in den folgenden Abschnitten
die wichtigsten Eigenschaften erklärt werden.

Bemerkungen:

1. Für die Bestimmung des Typs einer partiellen Differenzialgleichung sind
nur die Koeffizienten der höchsten Ableitungen maßgebend. Die rechte
Seite darf von x und y , von der Funktion u selbst oder auch von den
ersten Ableitungen von u abhängen.
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2. Die Klassifizierung der Differenzialgleichung zweiter Ordnung (4.1) wur-
de für konstante Koeffizienten durchgeführt. Sind die Koeffizienten nicht
konstant, dann kann sich der Typ in Abhängigkeit von x und y auch
ändern, so dass die Klassifizierung nur lokal durchgeführt werden kann.
So heißt die lineare Differenzialgleichung (4.1) elliptisch, parabolisch
oder hyperbolisch im Punkte (x0,y0), wenn die Bedingungen (4.6),
(4.7) bzw. (4.8) im Punkte (x0, y0) erfüllt sind.

3. Beim quasilinearen Fall kann sich der Typ der Differenzialgleichung auch
noch in Abhängigkeit der Lösung u ändern. Man muss dann bei der lo-
kalen Typisierung die Lösung mit berücksichtigen.

4.2 Elliptische Differenzialgleichungen 2.Ordnung

Elliptische Differenzialgleichungen beschreiben stationäre Gleichgewichts-
zustände in verschiedenen physikalischen Bereichen wie Festigkeitslehre, Ma-
gnetostatik, Strömungsmechanik oder Thermodynamik. So ist die stationäre
Wärmeverteilung oder das elektrische Potenzial Lösung einer elliptischen
Gleichung.

Beispiel 4.1 (Gleichungen der Elektrostatik). Für das elektrostatische
Potenzial φ = φ(x , y) und das elektrische Feld E = E(x , y) eines ebenen
stationären Problems gelten die Grundgleichungen

E = −∇φ , (4.10)

∇ · E =
1
ε
ρ . (4.11)

Dabei bezeichnet ∇ den Gradienten einer skalaren Funktion, ∇· die Divergenz
einer vektorwertigen Funktion:

∇φ =
(

φx

φy

)
, ∇ · E = ∇ ·

(
E1

E2

)
= (E1)x + (E2)y .

Die Variable ρ = ρ(x , y) ist die Ladungsdichte und ε die Dielektrizitätskon-
stante.

Setzt man die Gleichung (4.10) in die Gleichung (4.11) ein, so erhält man

∇ · E = (E1)x + (E2)y = (−φx )x + (−φy)y =
1
ε
ρ



172 4 Grundlagen der partiellen Differenzialgleichungen

und weiter die sogenannte Poisson-Gleichung für das Potenzial φ:

φxx + φyy = −1
ε
ρ .

Für den ladungsfreien Raum ist ρ ≡ 0 und man erhält die sogenannte
Laplace-Gleichung

φxx + φyy = 0 .

Zur Abkürzung der linken Seite schreibt man dabei oft

∆φ := φxx + φyy

und nennt ∆ den Laplace-Operator. �

Zusammenfassung: Allgemein nennt man

∆u = h (4.12)

mit der rechten Seite h = h(x , y , u, ux , uy) die Poisson-Gleichung und

∆u = 0 (4.13)

die Laplace-Gleichung mit ∆u = uxx + uyy .

Man überprüft leicht, dass die Poisson- und die Laplace-Gleichung elliptische
Differenzialgleichungen im Sinne unser Typ-Einteilung sind. So ist mit a = 1,
c = 1 und b = 0 die Bedingung (4.6) der Elliptizität erfüllt.

Wir haben bisher nur die Differenzialgleichung betrachtet. Das praktische
Problem besteht neben den Gleichungen noch aus dem Rechengebiet, in dem
dieser Vorgang stattfindet. Wie wir bei den gewöhnlichen Differenzialglei-
chungen zweiter Ordnung schon gesehen haben, werden zum Erhalt einer
eindeutigen Lösung Nebenbedingungen wie Randwerte oder Anfangswerte
benötigt. Da elliptische Differenzialgleichungen stationäre Probleme beschrei-
ben, sind die richtigen Nebenbedingungen die Vorgabe von Randwerten. Das
Randwertproblem für gewöhnliche Differenzialgleichungen, wie es in Kapitel 3
behandelt wurde, ist der eindimensionale Fall eines elliptischen Problems.

Wir betrachten im Folgenden die Poisson-Gleichung (4.12) in einem Gebiet G
mit einem stetigen Rand Γ = ∂G . Auf dem Rand Γ des Gebietes G werden
zusätzliche Bedingungen vorgegeben (siehe Abbildung 4.1).

Das physikalische Problem kann sich so stellen, dass die Werte der Lösung auf
dem Rand vorgegeben sind. Eine typische Situation ist hier eine eingespannte
Membran. Die Forderung an die Lösung u ist
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x

y

G n

Γ

Abb. 4.1. Rechengebiet

u = f auf Γ , (4.14)

wobei f = f (x , y) eine auf dem Rand Γ definierte vorgegebene Funktion ist.
Diese Vorgabe von Randwerten nennt man die Dirichletschen Randbedin-
gungen oder auch Randbedingungen der 1. Art. Das zugehörige Randwert-
problem für die Poisson-Gleichung (4.12), (4.14) nennt man das Dirichlet-
Problem für die Poisson-Gleichung. Für die speziellen Randwerte (4.14)

f = 0 auf Γ (4.15)

nennt man die Randbedingungen homogen und spricht von homogenen
Dirichlet-Randwerten oder homogenem Dirichlet-Problem.

Bei einem elektrostatischen Problem und der Berechnung des zugehörigen Po-
tenzials liegen oft andere Randbedingungen vor. So verschwindet an einem
idealen Leiter das elektrische Feld senkrecht zum Rand und damit die Nor-
malableitung des Potenzials u, die Äquipotenziallinien laufen senkrecht zum
Rand. Dies führt auf die Neumann-Randbedingungen oder die Rand-
bedingungen der 2. Art. Hier ist die Normalableitung von u auf dem Rand
vorgegeben:

∂u
∂n

= ∇u · n = g . (4.16)

Dabei bezeichnet n die nach außen gerichtete Normale auf dem Rand Γ von
G und g = g(x , y) ist eine auf Γ definierte vorgegebene Funktion. Das zuge-
hörige Randwertproblem (4.12), (4.16) nennt man das Neumann-Problem
für die Poisson-Gleichung. Ganz analog zum Dirichlet-Problem spricht
man von homogenen Neumann-Randbedingungen, wenn g = 0 auf
dem ganzen Rand gilt.

Die Kombination dieser beiden Randbedingungen ist die Robinsche Rand-
bedingung oder Randbedingung der 3.Art:

∂u
∂n

+ σu = h auf Γ
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mit σ = σ(x , y), h = h(x , y) definiert für alle (x , y) ∈ Γ .

Zusammenfassung: Das physikalische Problem für die Poisson-Gleichung
stellt sich als Randwertproblem (RWP). Als mögliche Randbedingungen
treten die Dirichletsche Randbedingung

u = f auf Γ , (4.17)

die Neumannsche Randbedingung

∂u
∂n

= ∇u · n = g auf Γ (4.18)

oder die Robinsche Randbedingung

∂u
∂n

+ σu = h auf Γ (4.19)

auf. Der gesamte Rand kann auch in einzelne Abschnitte mit unterschiedli-
chen Randbedingungen aufgeteilt sein.

Bemerkung: Bei der Vorgabe von Neumannschen Randbedingungen auf
dem gesamten Rand des betrachteten Rechengebietes ist die Lösung nicht
eindeutig, sondern nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.

Schon bei den gewöhnlichen Differenzialgleichungen ist es so, dass nur sehr
wenige exakt lösbar sind. Dies gilt noch verstärkt für die partiellen Diffe-
renzialgleichungen. Zur Demonstration der Eigenschaften der Lösungen der
verschiedenen Typen von Differenzialgleichungen aber auch zur Bereitstellung
exakter Lösungen für die Validierung von numerischen Methoden werden im
Folgenden einige wenige exakte Lösungen für einfache Probleme angegeben.
Weitere findet man, neben den Aussagen von Existenz und Eindeutigkeit von
Lösungen, in Büchern über partielle Differenzialgleichungen oder auch über
die speziellen Anwendungen.

Beispiel 4.2 (RWP für die Laplace-Gleichung, mit Maple-Work-
sheet). Als Modellfall für die Lösung der Laplace-Gleichung betrachten wir
eine Membran, die durch einen rechteckigen Drahtrahmen aufgespannt wird.
Eine der Rahmenseiten ist aus der Ebene heraus gebogen. Gesucht ist der
Verlauf dieser Membran. Das Ganze ist ein zweidimensionales Problem - ei-
ne Fläche im Raum. Wir wählen als unabhängige Koordinaten x und y .
Bezeichnet u = u(x , y) die Auslenkung der Membran im Punkt (x , y) in
z -Richtung, dann ist u bestimmt durch die Laplace-Gleichung

∆u = 0 in [0, a] × [0, b] (4.20)
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Abb. 4.2. Randbedingungen einer eingespannten Membran

mit den Dirichlet-Randdaten

u(x , 0) = 0 für alle x ∈ [0, a] ,
u(x , b) = 0 für alle x ∈ [0, a] ,
u(0, y) = 0 für alle x ∈ [0, b] ,
u(a, y) = f (y) für alle x ∈ [0, b] .

(4.21)

Dabei ist die rechte Rechteckseite x = a in z -Richtung gemäß der vorgege-
benen Randfunktion f = f (y) gebogen, wie es in Abbildung 4.2 dargestellt
ist.

Dieses Problem lässt sich mit einem Separationsansatz

u(x , y) = X (x ) · Y (y)

lösen. Durch Einsetzen in die Laplace-Gleichung erhält man zwei gewöhnliche
Differenzialgleichungen, eine in Abhängigkeit von x , die andere in y , welche
exakt gelöst werden können. Unter Berücksichtigung der Randwerte (4.21)
lautet die Lösung in der Form einer Fourierreihe

u(x , y) =
∞∑

n=1

bn sinh
(
n

π

b
x
)

sin
(
n

π

b
y
)

(4.22)

mit den Koeffizienten

bn =
2

b sinh
(
n π

b a
) b∫

0

f (y) sin
(
n

π

b
y
)

dy ,

welche sich aus der Fourierreihe für die Funktion f = f (y) ableiten. Ausführ-
lich wird dieses Beispiel in [71] behandelt.
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Im Maple-Worksheet werden diese Formeln auf die Randverbiegung

f (y) = y(y − b) für y ∈ [0, b]

angewandt. Gesucht ist die Auslenkung u = u(x , y) der Membran in z-
Richtung im gesamten Innern des Rechtecks. Für die Rechnung setzen wir
a=2 und b=1.

1. Schritt: Fourier-Zerlegung der Funktion f (y) als punktsymmetrische
2b−periodische Funktion.

In der praktischen Auswertung der Fourier-Reihe (4.22) können wir nicht un-
endlich viele Summanden, sondern nur endlich viele, d.h. eine Partialsumme,
berechnen. Mit den Randwerten f = f (y) haben wir eine einfache Parabel
vorgegeben, so dass einige wenige Glieder der Fourier-Reihe ausreichen soll-
ten. In dem Maple-Worksheet vergleichen wir die Partialsumme der Fourier-
Reihe für die Randfunktion mit der exakten Funktion f = f (y).
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Abb. 4.3. Funktion f und Partialsumme der Fourier-Reihe

Der Vergleich in Abbildung 4.3 zeigt, dass sich zwischen der Partialsumme
der Fourier-Reihe mit nur drei Summanden und der exakten Auslenkung
f = f (y) grafisch schon kein Unterschied mehr feststellen lässt. Nachdem
die Randfunktion somit mit einigen wenigen Gliedern der Reihe sehr gut
erfasst wird, sollte man sich bei der Berechnung der Lösung auch auf wenige
Glieder beschränken können. Eine Überprüfung der Genauigkeit ist hier leicht
möglich, indem eine Rechnung mit mehr Summanden zusätzlich durchgeführt
wird.
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2. Schritt: Nachdem die Fourier-Koeffizienten bn von f = f (y) bestimmt
wurden, kann man die Formel für die Lösungsdarstellung verwenden. Bei
dieser einfachen Verbiegung genügt es, nur wenige Terme der Reihe mitzu-
nehmen. Die Lösung ist in Abbildung 4.4 dargestellt, so wie sie von dem
Maple-Worksheet geliefert wird. �

Abb. 4.4. Verbiegung einer Membran mit den Randwerten (4.21)

4.3 Parabolische Differenzialgleichungen 2.Ordnung

Der Modellfall für eine parabolische Gleichung ist die Wärmeleitungs-
gleichung.

Beispiel 4.3. Wir betrachten einen dünnen Metallstab der Länge L mit
rechteckigem Querschnitt der Breite b und der Höhe h. T = T (x , t) be-
zeichnet die Temperatur im Stab an der Stelle x zur Zeit t . Modelliert wird
der Wärmetransport in x -Richtung als eindimensionales Problem.

Aus der Thermodynamik sind die folgenden Gesetzmäßigkeiten bekannt:

1. Die Wärmemenge δQ , die in x -Richtung durch eine Fläche A = b · h in
der Zeit �t fließt, ist gegeben durch

δQ = −λA∆t
∂T
∂x

.



178 4 Grundlagen der partiellen Differenzialgleichungen

Abb. 4.5. Wärmetransport in x -Richtung

Die Wärmemenge ist proportional zum Temperaturgefälle ∂T
∂x , λ ist die

materialspezifische Wärmeleitfähigkeit.

2. Die Wärmemenge δQ , die in einem Volumen mit Masse m und spezifi-
scher Wärme c gespeichert wird, ist gegeben durch

δQ = c m (T2 − T1) = c m ∆T ,

wenn ∆T = (T2 − T1) die Temperaturdifferenz an den Enden des Volu-
mens ist.

Die Energiebilanz auf das in Abbildung 4.5 gezeigte Volumenelement dV =
b · h · dx ergibt:

Änderung der Energie pro Zeiteinheit �t im Massenelement dm ist

= Zufluss der Wärmemenge in das Massenelement durch die Fläche
A an der Stelle x

+ Abfluss der Wärmemenge aus dem Massenelement durch die Fläche
A an der Stelle x + dx

δQ
∂t

= c dm
∂T
∂t

= −λA
(

∂T
∂x

)
x

+ λA
(

∂T
∂x

)
x+dx

.

Linearisiert man den Term
(

∂T
∂x

)
x+dx

≈ (∂T
∂x

)
x

+ dx
(

∂2T
∂x2

)
x

und setzt diese
Linearisierung in die obige Gleichung ein, folgt mit dm = ρ ·dV = ρ · b ·h ·dx

c ρ b h dx
∂T
∂t

= −λA
∂T
∂x

+ λA
[
∂T
∂x

+ dx
∂2T
∂x 2

]
. �



4.3 Parabolische Differenzialgleichungen 2.Ordnung 179

Die allgemeine Form der Wärmeleitungsgleichung für die Temperaturver-
teilung u = u(x , t) ergibt sich dann zu

ut = κuxx .

Dabei bezeichnet κ := λ
cρ die Temperaturleitzahl.

Um die Temperatur zu einer beliebigen Zeit t bestimmen zu können, benö-
tigen wir sowohl die anfängliche Temperaturverteilung T0 = T0(x ) als auch
die Randbedingungen am Stabende:

u(x , 0) = T0(x ) für x ∈ [0,L] ,

u(0, t) = Te , u(L, t) = Tr ,

Te und Tr sind die Temperaturen am Stabende. Weiterhin setzen wir die
Verträglichkeitsbedingungen der Rand- und Anfangswerte voraus:

T0(0) = Te , T0(L) = Tr .

Man hat hier somit ein Anfangs-Randwertproblem vor sich.

Zusammenfassung: Die Wärmeleitungsgleichung in einer Raumdi-
mension hat die Form

ut = κ uxx (4.23)

mit der Temperaturleitzahl κ > 0. In mehreren Raumdimensionen besitzt
sie die Form

ut = κ ∆u . (4.24)

Für eine eindeutige Lösung sind Anfangs- und Randwerte notwendig.
Das Problem der instationären Wärmeleitung ist somit ein Anfangs-
Randwertproblem (ARWP).

Die Wärmeleitungsgleichung ist wegen a = κ > 0 und c = 0 nach der Bedin-
gung (4.7) eine parabolische Differenzialgleichung.

Bemerkung: Im physikalisch unsinnigen Fall eines negativen κ existieren
für die Probleme (4.23) und (4.24) keine stabilen Lösungen.

Beispiel 4.4 (ARWP für die Wärmeleitungsgleichung, mit Maple-
Worksheet). Wir betrachten das spezielle Beispiel für die Wärmeleitungs-
gleichung, wenn die Randwerte identisch Null sind, also das homogene Rand-
wertproblem.



180 4 Grundlagen der partiellen Differenzialgleichungen

In diesem Fall erhält man die exakte Lösung wiederum über einen Separati-
onsansatz in der Form

u(x , t) = X (x ) · T (t) .

Die ausführliche Berechnung der Lösung kann in [71] nachgelesen werden. Die
Lösung lautet

u(x , t) =
∞∑

n=1

bne−κ(n π
L )2

t sin
(
n

π

L
x
)

, (4.25)

wobei die Koeffizienten sich aus dem anfänglichen Temperaturprofil T0(x )
nach der Formel

bn =
1
L

L∫
0

T0(x ) sin
(
n

π

L
x
)

dx

bestimmen. Für die spezielle Anfangsverteilung

T0(x ) = 2 sin(3πx ) + 5 sin(8πx )

ergibt sich die Lösung für die Temperaturleitzahl κ = 1.4 zu

u(x , t) = 2e−1.14·9π2t sin(3πx ) + 5e−1.14·64π2t sin(8πx ) .
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Abb. 4.6. Temperaturverteilung als Funktion von x für verschiedene Zeiten in
Beispiel 4.4

Die Lösung strebt für t → ∞ gegen die konstante Lösung u ≡ 0. Die zeitliche
Entwicklung der Lösung ist in dem Worksheet animiert und in Abbildung 4.6
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in einer Folge von Bildern zu verschiedenen Zeiten dargestellt. Man erkennt,
dass das Temperaturprofil gegen Null strebt. Die hohen Frequenzen werden
dabei schneller gedämpft, so dass gegen Ende der Animation nur noch der
Anteil von sin(3πx ) sichtbar ist. Die Amplitude wird mit der Zeit immer
kleiner. Man beachte, dass sich in Abbildung 4.6 die Skalierung der y-Achse
von Bild zu Bild ändert. �

Beispiel 4.5 (ARWP für die Wärmeleitungsgleichung, mit Maple-
Worksheet). Für die Bewertung numerischer Verfahren schauen wir uns
noch eine weitere exakte Lösung an. Für die Anfangsverteilung

u(x , t = 0) = −1.5x + 2 + sin(πx )

und der Temperatur an den Stabenden

u(x = 0, t) = Tl = 2 , u(x = 1, t) = Tr = 0.5

lautet die exakte Lösung

u(x , t) = −1.5x + 2 + e−1.14π2t sin(πt) .

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

2.

1.

1.0.

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

Abb. 4.7. Temperaturverteilung als Funktion von x für verschiedene Zeiten in
Beispiel 4.5

Der zeitliche Verlauf dieser Lösung ist in dem Worksheet berechnet und ani-
miert. In einer Folge von Bildern in Abbildung 4.7 erkennt man, dass sich
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nach einer gewissen Zeit ein lineares Temperaturprofil zwischen den Rand-
werten einstellt. In dem Diagramm ist zu beachten, dass die Skalierung der
y-Achse unterschiedlich ist. �

4.4 Hyperbolische Differenzialgleichungen 2.Ordnung

Hyperbolische Differenzialgleichungen beschreiben Wellen- und Ausbreitungs-
phänomene. Dies ist ein instationärer Vorgang, so dass die zweite Variable
statt mit y wieder mit t bezeichnet wird.

Beispiel 4.6 (Wellengleichung). Wir betrachten als Modellfall eine an
den Enden fest eingespannte, elastische Saite der Länge L, welche in der
vertikalen Richtung Schwingungen ausführt. Gesucht ist die, vom Ort x und
der Zeit t abhängige, vertikale Auslenkung u = u(x , t).

u

L
x

0

Abb. 4.8. Eingespannte Saite

Abgeleitet wird die Wellengleichung (4.26) aus dem Newtonschen Gesetz F =
m a (die Beschleunigungskraft m a ist gleich der Summe aller angreifenden
Kräfte) unter den folgenden Voraussetzungen:

1. Die Spannkraft Fo = |F(x )| der Saite ist konstant.

2. Es werden nur kleine Auslenkungen für u betrachtet.

Für die Querkraft Fu in Richtung u gilt im Punkte x für kleine Auslenkungen

Fu(x ) = −Fo sin α ≈ −Foα ≈ −Fo tan α = −Fo

(
∂u
∂x

)
x

.

Analog gilt für die Querkraft an der Stelle x + ∆x

Fu(x + ∆x ) ≈ Fo

(
∂u
∂x

)
x+∆x

≈ Fo

[(
∂u
∂x

)
x

+ ∆x
(

∂2u
∂x 2

)
x

]
,
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u

x
x+�xx

F(x+�x)

F(x)

F (x)u�

�

Abb. 4.9. Herleitung der Wellengleichung

wobei bei der letzten Umformulierung nur die ersten zwei Glieder in der
Taylor-Entwicklung der Ableitung um den Punkt x berücksichtigt wurden.
Die resultierende Querkraft auf das zwischen x und x + ∆x gelegene Saiten-
element lautet dann

∆Fu = Fu(x + ∆x ) − Fu(x ) ≈ Fo∆x
(

∂2u
∂x 2

)
.

Diese Querkraft beschleunigt das Massenelement ∆m = ρ ·∆x ·A, wenn ρ die
Dichte und A die Querschnittsfläche der Saite ist. Nach dem Newtonschen
Gesetz gilt somit

∆m utt = ∆Fu = Fo∆x uxx , (4.26)

woraus sich mit c2 = Fo/(ρA) die Wellengleichung ergibt. �

Die Wellengleichung in einer Raumdimension hat somit die Form

utt − c2 uxx = 0 . (4.27)

Über eine Dimensionsbetrachtung ergibt sich für c die Dimension einer Ge-
schwindigkeit. Es ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Wie be-
schrieben ist sie das mathematische Modell einer schwingenden Saite, wobei
u hier der vertikale Auslenkung bezeichnet. Die Wellengleichung ist wegen
a = 1 und b = −c2 nach (4.8) eine hyperbolische Gleichung.

Als nächstes betrachten wir Lösungen der Wellengleichung. Ist f eine beliebige
2-mal stetig differenzierbare Funktion einer Variablen f = f (x ), dann erhält
man durch den Ansatz

f = f (x + ct) oder f = f (x − ct)

mit c > 0 Lösungen der Wellengleichung, wie man durch direktes Einsetzen
bestätigen kann.
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Die allgemeine Lösung lautet somit

u(x , t) = f1(x + ct) + f2(x − ct)

mit zwei beliebigen 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen f1 und f2. Dabei
beschreibt f1(x + ct) eine mit der Geschwindigkeit c in negative x -Richtung
laufende Welle und f2(x − ct) eine mit der Geschwindigkeit c in positive
x -Richtung laufende Welle.

Die Lösung wird eindeutig, wenn die Anfangswerte

u(x , 0) = u0(x ) , ut(x , 0) = v0(x ) für alle x ∈ R

mit 2-mal stetig differenzierbaren Funktionen u0 und v0 vorgegeben werden.
Dabei ist u0 die Anfangsauslenkung und v0 die Anfangsgeschwindigkeit. Sind
diese Funktionen vorgegeben, lässt sich die exakte Lösung des Anfangswert-
problems mit Hilfe der d’Alembertschen Formel zu

u(x , t) =
1
2
(
u0(x + ct) + u0(x − ct)

)
+

1
2c

x+ct∫
x−ct

v0(τ)dτ (4.28)

angeben, siehe z.B. [71]. Für den Spezialfall, dass die Saite keine Anfangsge-
schwindigkeit besitzt, vereinfacht sich die Formel zu

u(x , t) =
1
2
(
u0(x + ct) + u0(x − ct)

)
. (4.29)

Beispiel 4.7 (AWP für die Wellengleichung, mitMaple-Worksheet).
Gesucht ist die Lösung der Wellengleichung mit den Anfangswerten

u0(x ) = e−x2
, v0(x ) = 0 für alle x ∈ R. (4.30)

Die Anfangsdaten beschreiben eine Auslenkung in Form einer Gauß- oder
Glockenkurve (siehe Abbildung 4.7a). Nach der d’Alembertschen Formel
(4.29) ergibt sich als Lösung

u(x , t) =
1
2
e−(ct+x)2 +

1
2
e−(ct−x)2

für alle x und t . Für die Ausbreitungsgeschwindigkeit c = 0.5 ist die Lö-
sung als Funktion von x und t in Abbildung 4.7b gezeichnet. Sie wird in dem
Maple-Worksheet berechnet und gezeichnet. Die anfängliche Auslenkung er-
zeugt zwei Wellen, welche mit der halben Amplitude nach links und rechts
laufen. �
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(a) Anfangsauslenkung aus Beispiel 4.7 (b) Lösung des Anfangswertproblems
(4.30) für die Wellengleichung

Die Wellengleichung lässt sich auch in einer anderen Form schreiben. Führen
wir die neuen Variablen

q = c ux , p = ut

ein, so können wir die Wellengleichung wegen

pt = utt = c2uxx = c qx

qt = c uxt = c utx = c px

auch als ein System von Differenzialgleichungen erster Ordnung in
der Form

pt − c qx = 0, qt − c px = 0 (4.31)

schreiben. Dies ist ein System von sogenannten Evolutionsgleichungen,
welches sich auch in der Form einer Vektorgleichung

wt + Awx = 0 (4.32)

mit dem Vektor w und der Matrix A,

w =
(

p
q

)
, A =

(
0 −c

−c 0

)
umschreiben lässt. Die Ableitungen wt , wx sind dabei komponentenweise zu
verstehen:

wx =
(

px

qx

)
, wt =

(
pt

qt

)
.

Die 2 × 2-Matrix A besitzt die reellen Eigenwerte

λ1 = −c , λ2 = c ,
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welche den verschiedenen Wellengeschwindigkeiten, einer Welle nach links mit
der Ausbreitungsgeschwindigkeit −c und einer nach rechts mit der Geschwin-
digkeit c entsprechen. Evolutionsgleichungen dieser Art werden wir uns im
folgenden Abschnitt noch etwas genauer anschauen.

In mehreren Raumdimensionen lautet die Wellengleichung

utt − c2∆u = 0 . (4.33)

Die Raumableitung 2. Ordnung ist durch den Laplace-Operator ersetzt. Wie
schon im räumlich eindimensionalen Fall lässt sich die mehrdimensionale Wel-
lengleichung auch als Evolutionsgleichung schreiben. Die Transformation hat
hier die Form

p = ut , v = c ∇u (4.34)

und das System von Evolutionsgleichungen erster Ordnung ergibt sich zu

pt − c∇ · v = 0 (4.35)
vt − c∇p = 0 . (4.36)

Dabei bezeichnet ∇· die Divergenz eines Vektors und ∇ den Gradienten ei-
ner skalaren Funktion. Das Differenzialgleichungssystems 1. Ordnung besteht
somit im drei-dimensionalen Fall aus vier Gleichungen, eine für die skalare
Funktion p und drei für den Vektor v.

Zusammenfassung: Die Wellengleichung in einer Raumdimension
hat die Form

utt − c2 uxx = 0 , (4.37)

wobei c > 0 die Wellengeschwindigkeit ist. Für die Existenz einer eindeu-
tigen Lösung müssen Anfangswerte auf der ganzen reellen Achse vorgege-
ben werden. Das wohldefinierte Problem für die Wellengleichung ist somit
ein Anfangswertproblem (AWP). Stellt sich das physikalische Problem
als Anfangs-Randwertproblem (ARWP), so treten am Rand Verträglich-
keitsbedingungen auf.
Die Wellengleichung in mehreren Raumdimensionen lautet

utt − c2∆u = 0 . (4.38)
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4.5 Evolutionsgleichungen

Ein System von m Differenzialgleichungen erster Ordnung in der Form

ut + Aux = 0 (4.39)

bezeichnet man als ein System von Evolutionsgleichungen. Dabei ist u
ein Vektor mit m Komponenten und A eine reelle m ×m-Matrix. Ist A eine
konstante Matrix, d.h. alle Koeffizienten sind reelle Zahlen, dann ist (4.39)
ein lineares System von Evolutionsgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten. Ist A abhängig von x und t , so ist (4.39) ein lineares System.
Hängt A von u ab, dann nennt man es ein quasilineares System.

Es gibt die folgende Aussage bezüglich des Typs der Evolutionsgleichungen:

Das System (4.39) von Evolutionsgleichungen heißt hyperbolisch, wenn
alle Eigenwerte von A reell sind. Die Eigenwerte von A entsprechen den
verschiedenen Wellengeschwindigkeiten.

Die einfachste hyperbolische Differenzialgleichung ist demnach nicht die Wel-
lengleichung (4.32), sondern für m = 1 die lineare Evolutionsgleichung

ut + aux = 0. (4.40)

Diese nennt man lineare Transportgleichung oder auch lineare Konvek-
tionsgleichung oder Advektionsgleichung.

Gilt a ∈ R, dann ist (4.40) eine Transportgleichung mit einem konstanten
Koeffizienten. In diesem Falle lässt sich diese Gleichung in einfacher Weise
exakt lösen. Dazu betrachten wir die Geradenschar

C : x = x (t) mit
dx (t)
dt

= a . (4.41)

Jede dieser Geraden besitzt die Steigung 1/a in der (x , t)-Ebene. Die Zeitva-
riable t wird hierbei als Kurvenparameter benutzt. Für die Änderung einer
Funktion u auf einer Geraden der Schar C gilt

d
dt

u(x (t), t) = ux
dx
dt

+ ut · 1 = ut + aux . (4.42)
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Jede Lösung u der linearen Transportgleichung (4.40) ändert sich somit ent-
lang einer Geraden C nicht. Die Geraden mit der Eigenschaft (4.41) nennt
man die Charakteristiken der Transportgleichung (4.40). Gewissermaßen
stellt ut +aux eine Richtungsableitung in Richtung der Charakteristiken dar.
Die Transportgleichung (4.40) besagt, dass sich u entlang dieser Bahn nicht
ändert.

Ist eine Lösung der Transportgleichung (4.40) mit vorgegebenen Anfangswer-
ten

u(x , 0) = q(x ) für alle x ∈ R

gesucht, so wird man die Lösung folgendermaßen erhalten: An einem belie-
bigen Punkt (x0, t0) trägt man die Gerade mit der Steigung 1/a an, d.h.
die Charakteristik durch diesen Punkt. Verfolgt man diese Gerade bis zum
Schnittpunkt Q mit der x -Achse, so ist der Wert der Lösung am Punkt P
gleich dem Wert am Punkt Q , da sich die Lösung entlang der Charakteristik
nicht ändert. Ganz allgemein gilt für die Lösung des Anfangswertproblems

u(x , t) = q(x − at) für alle (x , t) ∈ R × R
+ , (4.43)

wie es in Abbildung 4.10 skizziert ist. Die lineare Transportgleichung be-
schreibt den Transport der Anfangswerte mit der Geschwindigkeit a.

t

(x0, t0)

xat0

dx
dt

= a

Abb. 4.10. Charakteristik im Punkt (x0, t0)

Hängt a von x und oder t ab, dann sind die Charakteristiken im Allgemeinen
keine Geraden, sondern Kurven in der (x , t)-Ebene. Die Lösung ist wiederum
konstant entlang dieser Charakteristiken.

Beispiel 4.8 (AWP für die lineare Transportgleichung, mit Maple-
Worksheet). Wir betrachten für die lineare Transportgleichung (4.40) An-
fangswerte in der Form einer Gaußschen Glockenkurve

u(x , 0) = q(x ) = e−x2
für alle x ∈ R .
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Mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit a = 0.5 ergibt sich die exakte Lösung
zu

u(x , t) = q(x − 0.5t) = e−(x−0.5t)2 ,

welche sich aus dem Transport der Anfangswerte mit der Geschwindigkeit
a = 0.5 ergibt.

Dieses Beispiel ist ein guter Test für die numerischen Lösungsverfahren. Man
wird dazu ein endliches Intervall wählen und periodische Randbedingungen
vorschreiben. Die Glockenkurve wird mit der Geschwindigkeit a = 0.5 nach
rechts transportiert. Nach einer gewissen Zeit kommt sie an dem rechten
Rand des Rechengebiets an, läuft dort hinaus und durch die periodischen
Randbedingungen am linken Rand entsprechend wieder hinein. Ist sie die
ganze Intervalllänge durchgelaufen, dann stimmt die Lösung wieder mit den
Anfangsdaten überein. Für einen Vergleich mit Resultaten einer numerischen
Rechnung ist dies natürlich sehr günstig. In dem Maple-Worksheet wird
die exakte Lösung des periodischen Problems berechnet und gezeichnet. In
Abbildung 4.11 ist diese Lösung zu verschiedenen Zeiten gezeichnet. Bei dem
Test der numerischen Methoden werden wir dieses Problem wieder aufgreifen.
�

Das Finden von Lösungen mit Hilfe der Charakteristikentheorie lässt sich auf
Systeme von hyperbolischen Evolutionsgleichungen

ut + Aux = 0

erweitern, wenn die Matrix A durch eine Ähnlichkeitstransformation diago-
nalisierbar ist. Die Bedingung dafür ist, dass ein vollständiger Satz von Ei-
genvektoren existiert. Man nennt das System in diesem Falle auch streng
hyperbolisch. Eine hinreichende Bedingung ist, dass die reellen Eigenwer-
te von A alle voneinander verschieden sind. Die Ähnlichkeitstransformation
sieht folgendermaßen aus:

Λ := R−1AR =

⎛⎜⎜⎜⎝
a1 0

a2

. . .
0 am

⎞⎟⎟⎟⎠ , (4.44)

wobei die a1, a2, . . . , am die Eigenwerte der Matrix A sind. Die m × m-
Matrix R enthält als Spalten die zugehörigen Eigenvektoren, R−1 ist die
inverse Matrix zu R.

Die Diagonalisierung gibt die Möglichkeit, das System in einzelne Gleichungen
zu zerlegen. Dazu multiplizieren wir das System von Evolutionsgleichungen
mit der Matrix R−1 von links und erhalten
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Abb. 4.11. Lösung des Anfangswertproblems für eine lineare Transportgleichung
in Beispiel 4.8 mit periodischen Randbedingungen zu verschiedenen Zeitpunkten

R−1ut + R−1Aux = 0 .

Betrachten wir den linearen Fall mit konstanten Koeffizienten, dann können
wir die konstante Matrix R−1 mit unter die Ableitung ziehen:

(R−1u)t + R−1AR(R−1u)x = 0 .

Im zweiten Term haben wir dabei die Matrix RR−1 eingeschoben. Diese
Matrix ist nach Definition der Inversen gerade die Einheitsmatrix und ändert
den Wert des Ausdrucks nicht. Durch Ersetzen von R−1AR mit Λ erhalten
wir daraus

(R−1u)t + Λ(R−1u)x = 0 .

Es wird jetzt die neue abhängige Variable

w = R−1u (4.45)

eingeführt, deren zeitliche Entwicklung durch das System von Evolutionsglei-
chungen

wt + Λwx = 0 (4.46)



4.5 Evolutionsgleichungen 191

bestimmt ist.

Dies sollten wir uns noch etwas genauer ansehen, um den Sinn der Procedere
zu erkennen. Die Matrix dieser Evolutionsgleichungen ist eine Diagonalma-
trix. Dies bedeutet, dass die einzelnen Evolutionsgleichungen untereinander
nicht mehr gekoppelt sind. Einzeln ausgeschrieben lauten sie

(wi)t + ai(wi)x = 0 , i = 1, 2, . . . ,m ,

wobei wi die i -te Komponente des Vektors w bezeichnet. Das gekoppelte
Problem ist also zerlegt in m einzelne skalare Probleme, welche wir einzeln
nach dem vorne vorgestellten Verfahren lösen können.

Die Lösungen der einzelnen Probleme fassen wir wieder zu dem Vektor w =
w(x , t) als Lösung des Systems (4.46) zusammen. Die Lösung von unserem
ursprünglichen System von Evolutionsgleichungen ergibt sich dann aus der
Rücktransformation

u = Rw .

Den Variablenvektor w nennt man die charakteristischen Variablen
und die Gleichung (4.46) die charakteristische Normalform des Systems
(4.44).

Zusammenfassung: Ist A diagonalisierbar, dann ergibt sich die Lösung
von

ut + Aux = 0

mit Hilfe der Charakteristikentheorie. Durch die Einführung der charak-
teristischen Variablen w = R−1u ergibt sich die charakteristische
Normalform

wt + Λwx = 0

bestehend aus nicht gekoppelten einzelnen Gleichungen.

Bemerkung: Mit dieser Anwendung der Charakteristikentheorie werden wir
später numerische Verfahren für eine einzelne Transportgleichung auf Systeme
übertragen.

Beispiel 4.9. Wir wollen die Charakteristikentheorie auf die Wellenglei-
chung (4.32) anwenden, um die exakte Lösung zu ermitteln. Die 2×2-Matrix
A besitzt die reellen Eigenwerte

λ1 = −c , λ2 = c .

Sie entsprechen den verschiedenen Wellengeschwindigkeiten, es existiert somit
eine Welle nach links mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit −c und eine nach
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rechts mit der Geschwindigkeit c. Die Eigenvektoren sind schnell berechnet.
Als Spalten der Matrix R geschrieben lauten sie

R =
(

1 1
1 −1

)
und R−1 =

1
2

(
1 1
1 −1

)
.

Die charakteristischen Variablen lauten somit im Falle der Wellengleichung

w = R−1u =
1
2

(
p + q
p − q

)
und die charakteristische Form ergibt sich zu

(p + q)t − c(p + q)x = 0 ,

(p − q)t + c(p − q)x = 0 .

Das Anfangswertproblem lässt sich somit mit der Charakteristikentheorie fol-
gendermaßen lösen: Die Funktion p +q ist entlang der Charakteristik mit der
Steigung − 1

c konstant. Wir können in einem beliebigen Punkt (x1,t1) der
(x , t)-Ebene diese Gerade anzeichnen und auf die Anfangsdaten zurückver-
folgen. Den Fußpunkt nennen wir Q−. In Abbildung 4.12 ist dies entsprechend
eingetragen. Bezeichnen wir die Anfangsdaten der Funktion p + q mit einem
Index ”0“, so gilt

(p + q)(x1, t1) = (p + q)Q− = (p0 + q0)(x1 + ct1) .

Ganz analog erhalten wir entlang der Charakteristik mit der Steigung 1
c die

Beziehung

(p − q)(x1, t1) = (p − q)Q+ = (p0 − q0)(x1 − ct1) .

Dies sind zwei Gleichungen für die zwei Unbekannten p(x1, t1) und q(x1, t1)
mit der Lösung

p(x1, t1) =
1
2
(
p0(x1 + ct1) + q0(x1 + ct1) + p0(x1 − ct1) − q0(x1 − ct1)

)
q(x1, t1) =

1
2
(
p0(x1 + ct1) + q0(x1 + ct1) − p0(x1 − ct1) + q0(x1 − ct1)

)
für beliebige (x1, t1) ∈ R×R

+. Die Lösung der Wellengleichung ist die Summe
einer Funktion von x − ct und x + ct , wie dies im Ansatz (4.28) und (4.29)
benutzt wurde. �

Der quasilineare skalare Fall mit

ut + a(u)ux = 0 (4.47)
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t

x

C− : dx
dt

= −c

P(x1, t1)

Q−Q+ −ct1

C+ : dx
dt

= c

Abb. 4.12. Lösung der Wellengleichung aus Beispiel 4.9

bringt neue Schwierigkeiten. Die Charakteristikentheorie lässt sich zunächst
ganz analog zum linearen Fall ausführen. So sind die Charakteristiken wieder
als die Kurven

C : x = x (t) mit
dx (t)
dt

= a(u) (4.48)

definiert. Die Steigungen der Charakteristiken sind dabei allerdings lö-
sungsabhängig. Analog zum linearen Fall ergibt sich die Konstanz der Lö-
sung entlang den Charakteristiken. Wenn die Lösung u aber entlang einer
Charakteristik konstant ist, dann ist dies natürlich auch a(u) und die Stei-
gung der Charakteristik ändert sich entlang der Charakteristik nicht. Eine
Charakteristik ist somit auch im nichtlinearen skalaren Fall eine Gerade.

Für die exakte Lösung eines Anfangswertproblems können wir damit wie
schon im linearen Fall nach Abbildung 4.10 die Formel

u(x , t) = q(x − a(u(x , t))t) (4.49)

schreiben. Es gibt jetzt aber einen großen Unterschied. Im Argument auf
der rechten Seite der Anfangswerte steht x − a(u)t . Ist die Gleichung (4.47)
tatsächlich nichtlinear und a ′(u) �= 0, dann kommt die Lösung u auch in die-
sem Argument vor und nicht nur auf der linken Seite. Die Gleichung (4.49)
ist somit eine implizite Gleichung. Die Anfangsdaten q = q(x ) seien stetig
differenzierbar, dann können wir (4.49) nach t oder x differenzieren. Differen-
zieren wir die implizite Gleichung nach x , dann erhalten wir unter Benutzung
der Kettenregel

ux = q ′(1 − a ′(u)ux t)
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und weiter nach ux aufgelöst:

ux + q ′a ′(u)tux = q ′

⇒ ux =
q ′

1 + q ′a ′(u)t
. (4.50)

Der Nenner auf der rechten Seite kann Null werden. Ist etwa a(u) monoton
wachsend (a ′(u) > 0) und sind die Anfangswerte monoton fallend (q ′ < 0),
dann gibt es eine Zeit ts , bei welcher der Nenner Null wird, die Ableitung ux

somit unendlich wird und keine stetige Lösung existiert.

Bemerkung: Der Satz über implizite Funktionen garantiert, dass eine Lö-
sung der impliziten Gleichung (4.49) zumindest für kurze Zeit existiert. Diese
stetig differenzierbare Lösung kann aber zusammenbrechen, indem sich eine
Unstetigkeit entwickelt. Wir sehen in (4.50) auch, dass dies ein echtes nicht-
lineares Phänomen ist. Im linearen Fall gilt a ′(u) = 0 und der Nenner bleibt
für alle Zeiten t von Null verschieden.

Das Problem bleibt ein reines Anfangswertproblem. Die Einschränkung
auf ein endliches Gebiet zeigt wiederum den Charakter der hyperbolischen
Gleichungen. Überall dort, wo Charakteristiken das Rechengebiet verlassen,
tritt eine Verträglichkeitsbedingung auf: Überall dort, wo eine Charakteristik
in das Rechengebiet hinein läuft, muss ein Randwert vorgegeben werden.

Die allgemeine Form einer Evolutionsgleichung in zwei Raumdimensio-
nen lautet

ut + Aux + Buy = 0 , (4.51)

wobei u den Lösungsvektor mit m Komponenten bezeichnet und A und B
m ×m-Matrizen sind. Die Evolutionsgleichung ist hyperbolisch, wenn αA +
(1 − α)B für jedes α ∈ R nur reelle Eigenwerte besitzt.

4.6 Erhaltungsgleichungen

Der Zusammenbruch der stetig differenzierbaren Lösung einer nichtlinearen
hyperbolischen Gleichung und das Auftreten einer Unstetigkeit kann physi-
kalische Relevanz haben. Eine Klasse von Differenzialgleichungen, bei deren
Lösung diese Phänomene auftreten können, sind Erhaltungsgleichungen. Die
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Erhaltungsgleichungen werden aus integralen Erhaltungssätzen der Physik
abgeleitet. Beispiele hierfür sind Massen-, Impuls- oder Energieerhaltung.

Wir betrachten einen solchen Erhaltungssatz genauer, z.B. die Erhaltung der
Masse. Dieser Satz bedeutet, dass Masse weder verschwinden noch plötzlich
entstehen kann. In einer Strömung bedeutet dies nicht, dass in einem belie-
bigen Volumen des Strömungsgebiets sich die Masse nicht ändern kann. Es
wird Masse in den betrachteten Bereich hinein- und heraus strömen, d.h. die
Masse in dem betrachteten Gebiet wird von der Strömung durch den Rand
des Gebietes abhängen. Fließt mehr rein als raus, wird die Masse in diesem
Gebiet größer. Mathematisch können wir dies folgendermaßen aufschreiben:

d
dt

∫
Ω

ρdV = −
∫

∂Ω

fm · ndS . (4.52)

Dabei ist Ω ein beliebiges Teilgebiet des Strömungsgebiets mit Rand ∂Ω.
Die Funktion ρ ist die Dichte oder besser die Massendichte des Fluids, fm
ist der Massenfluss und n die nach außen gerichteten Einheitsnormale auf
∂Ω.

Der Gleichung (4.52) liegt die Kontinuumsannahme zugrunde: Die Masse in
irgendeinem Bereich lässt sich durch Integration einer im ganzen Raum kon-
tinuierlichen Funktion, der Massendichte, berechnen. Die zeitliche Änderung
der Masse in Ω ist auf einen Fluss durch den Rand zurückzuführen: dem
Integral über den gesamten Rand ∂Ω des Massenflusses fm in Richtung der
Einheitsnormalen n (siehe Abbildung 4.13). Stillschweigend ist dabei für Ω
vorausgesetzt, dass auf dem Rand in jedem Punkt die Normale existiert.

x

y

Ω n

∂Ω

Abb. 4.13. Erhaltungssatz

Nehmen wir an, dass die Dichte ρ und der Massenfluss fm stetig differenzier-
bare Funktionen sind, dann kann man auf der linken Seite in (4.52) Integra-
tion und Differenziation vertauschen. Die zeitliche Ableitung kann man als
partielle Ableitung unter das Integral ziehen. Auf der linken Seite wird der
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Gaußsche Satz angewandt: Ist f eine stetig differenzierbare vektorwertige
Funktion, dann gilt ∫

Ω

∇ · fdV =
∫

∂Ω

f · ndS . (4.53)

Die rechte Seite von (4.52) können wir somit mit dem Satz von Gauß als
Volumenintegral umschreiben und erhalten insgesamt∫

Ω

(ρt + ∇ · fm) dV = 0 . (4.54)

Für die nächste Folgerung ist die wesentliche Bedingung, dass (4.54) für je-
des beliebige Teilgebiet Ω gilt. Nur dann kann man nach dem Lemma der
Variationsrechnung(siehe z.B. [44]) daraus folgern, dass der Integrand in
jedem Punkt Null sein muss:

ρt + ∇ · fm = 0 .

Damit hat man eine lokale Formulierung der Massenerhaltung in Form einer
Differenzialgleichung gefunden. Da der lokale Massenstrom eines bewegten
Fluids gleich dem Produkt aus Dichte und Geschwindigkeit ist, bekommt die
Gleichung der Massenerhaltung die Form

ρt + ∇ · (ρv) = 0 ,

wobei v den Geschwindigkeitsvektor bezeichnet.

Allgemein ist ein physikalisches Erhaltungsgesetz eine Integralgleichung der
Form

d
dt

∫
Ω

u dV = −
∫

∂Ω

f · n dS +
∫
Ω

g dV . (4.55)

Dabei ist u die Dichte der Erhaltungsgröße. Das erste Integral auf der
rechten Seite enthält die Oberflächeneffekte, den Fluss. Auf der rechten
Seite steht das Volumenintegral einer Quelle g . Führen wir das Proce-
dere wie oben durch, ergibt sich die allgemeine lokale Formulierung der
Erhaltungsgleichung als Differenzialgleichung (4.55):

ut + ∇ · f = g . (4.56)

Meist ist ein physikalischer Vorgang erst durch mehrere Erhaltungsgesetze
bestimmt.

Wir nehmen im Folgenden zunächst an, dass eine einzelne Erhaltungsglei-
chung vorliegt und f = f (u) eine skalare Funktion von u ist. Ändert sich
die Lösung nur in eine Raumrichtung, z. B. in x -Richtung, und ist in die
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anderen Richtungen konstant, reduziert sich das Problem auf eine Raumdi-
mension. In der Divergenz des Flusses bleibt nur die x -Ableitung übrig und
die Erhaltungsgleichung lautet

ut + f (u)x = 0 . (4.57)

Dabei wird angenommen, dass der Fluss f (u) stetig differenzierbar ist. Die
Ableitung von f (u) nach x kann dann unter Benutzung der Kettenregel aus-
geführt werden und man erhält die quasilineare Form der Erhaltungsglei-
chung:

ut + a(u) ux = 0 (4.58)

mit

a(u) =
df (u)
du

.

Den Fall einer quasilinearen Evolutionsgleichung haben wir in Abschnitt 4.5
schon erläutert. Die Charakeristikentheorie liefert die Lösungsformel (4.49),
welche die Lösung nur implizit angibt, falls f (u) nichtlinear ist. Im linearen
Fall kann man an einem beliebigen Punkt der (x , t)-Ebene die Charakteristik
einzeichnen und diese auf die Anfangsdaten zurückverfolgen. Im nichtlinearen
Fall weiß man hingegen die Steigung der Charakteristik nur, wenn die Lösung
bekannt ist. Dies bedeutet für ein Anfangswertproblem jedoch, dass man
ausgehend von den Anfangsdaten die Charakteristiken zeichnen und verfolgen
kann.

Beispiel 4.10. Wir betrachten die einfachste nichtlineare Erhaltungsglei-
chung:

ut + (
1
2
u2)x = 0, (4.59)

welche meist Burgers-Gleichung genannt wird. Als Anfangswerte seien vor-
gegeben

u(x , 0) = q(x ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 für x < 0 ,

1 − x für 0 < x < 1 ,

0 für x > 1 .

(4.60)

Das Bild der Charakteristiken kann man ausgehend von den Anfangswerten
zeichnen. Wegen a(u) = u im Falle der Burgers-Gleichung sind die Cha-
rakteristiken für x < 0 Parallelen zur Winkelhalbierenden. Für x > 1 sind
sie Parallelen zur t-Achse, da dort u = 0 gilt. Der stetige Übergang in den
Anfangswerten (4.60) bewirkt, dass die Steigung der Charakteristiken größer
werden und sich aufstellen.

Der Verlauf der Anfangswerte und die Charakteristiken in der (x , t)-Ebene
sind in Abbildung 4.14 im oberen Bild gezeichnet. Das untere zeigt den Ver-
lauf der Charakteristiken in der (x , t)-Ebene. Man sieht hier zwischen x = 0
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und x = 1, wie sich die Strecke des Übergangs zwischen u = 1 und u = 0
mit der Zeit verkürzt und gegen Null strebt. Bei t = 1 passiert etwas selt-
sames: Es kommt zum Schneiden der Charakteristiken. Die Charakteristiken
von links bringen die Information u = 1, die Charakteristiken auf der rechten
Seite für x > 1 transportieren die Information u = 0. Es kommt somit zu ei-
nem Widerspruch und zum Zusammenbruch einer stetigen Lösung. Man kann
im Bild der Charakteristiken ablesen, wie sich die Lösung für t < 1 verhält.
Der Bereich des Übergangs von u = 1 nach u = 0 wird mit wachsender Zeit
immer kleiner. Dies bedeutet, dass sich die Lösung aufstellt bis ein unsteti-
ger Übergang bei t = 1 vorliegt. Für das betrachtete Anfangswertproblem
existiert somit keine globale stetige Lösung.

Abb. 4.14. Links: Anfangswerte (4.60), rechts: Bild der Charakteristiken in der
(x , t)-Ebene

In dem Bereich zwischen t < x < 1 folgt für die Lösung nach Gleichung
(4.49)

u(x , t) = q(x − ut) = 1 − (x − ut) ,

welche sich nach u auflösen lässt. Man erhält

u(x , t) =
1 − x
1 − t

.

Die Charakteristiken, welche im Intervall [0, 1] starten, laufen alle im Punkt
P = (1, 1) zusammen. Wir haben bei den Anfangsdaten der Einfachheit hal-
ber einen linearen Übergang von u = 1 nach u = 0 gewählt. Das Problem mit
dem Schneiden der Charakteristiken ist von der Stetigkeit der Anfangsdaten
unabhängig. Auch bei einem stetig differenzierbaren Übergang wird dieses
Phänomen auftreten. �

Mit der Nichtexistenz einer stetig differenzierbaren Lösung für alle Zeiten
könnte man sich gut abfinden, wenn diese Unstetigkeit keinen physikalischen
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Hintergrund hätte. Diese Unstetigkeit ist eine sogenannte Stoßwelle oder
Verdichtungsstoß. Der Namen ist abgeleitet von einem Phänomen in ei-
ner Gasströmung, welches in Überschallströmungen auftreten kann. Es ist
als Überschallknall beim Überschallflug von Düsenflugzeugen wohlbekannt.
Die Stoßwellen sind Änderungen der physikalischen Größen im mikroskopi-
schen Bereich, die sich in den makroskopischen Erhaltungsgleichungen als
Unstetigkeiten in den Lösungen zeigen.

Den Schritt der Ableitung der lokalen Formulierung als Differenzialgleichung
dürfen wir an diesen Stellen nicht ausführen, weil die Stetigkeitseigenschaf-
ten des Gaußschen Satzes nicht erfüllt sind. Möchte man wissen, wie sich eine
solche Unstetigkeit zeitlich entwickelt, muss man wieder zu den integralen Er-
haltungssätzen zurückgehen und diese lösen. Setzt man eine Unstetigkeit in
die integralen Gleichungen ein, so erhält man eine Bedingung, welche den
Sprung der Variablen, der Flüsse und der Ausbreitungsgeschwindigkeit kop-
pelt.

Bemerkung: Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Stoßwelle berechnet sich
aus der Sprungbedingung

s(ur − ul) = f (ur ) − f (ul) , (4.61)

welche sich aus der integralen Erhaltung ableiten. Man nennt diese
Sprungbedingung in Anlehnung an die Gasdynamik Rankine-Hugoniot-
Bedingung.

Beispiel 4.11. Wir greifen das Problem in Beispiel 4.10 noch einmal auf.
Für Zeitpunkte t > 1 hat man die Werte ur = 1 rechts und ul = 0 links
der Unstetigkeit. Nach der Rankine-Hugoniot-Bedingung (4.61) ergibt sich
die Geschwindigkeit der Stoßwelle zu

s =
1
2u2

r − 1
2u2

l

ur − ul
=

1
2
(ur + ul) =

1
2

. (4.62)

In diesem Fall lautet die Lösung für t > 1 dann

u(x , t) =

{
1 für x < t+1

2 ,

0 für x > t+1
2 .

(4.63)

Sie ist stückweise konstant und springt an der Unstetigkeitsstelle. �

Unstetigkeiten dieser Art sind auch Flammen- und Detonationsfronten in den
makroskopischen Erhaltungsgleichungen für reaktive Strömungen.

Eine einzelne mehrdimensionale Erhaltungsgleichung hat die Gestalt
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ut + ∇ · f(u) = 0 . (4.64)

Dabei ist der Fluss f(u) eine vektorwertige Funktion. In der Komponenten-
schreibweise lautet die zweidimensionale Erhaltungsgleichung

ut + f1(u)x + f2(u)y = 0 (4.65)

mit den Komponenten f1 und f2 des Flusses f .

Ein System von Erhaltungsgleichungen in zwei Raumdimensionen
lautet

ut + f1(u)x + f2(u)y = 0 . (4.66)

Dabei ist u der Lösungsvektor mit m Komponenten, f1(u) und f2(u) die
vektorwertigen Flüsse in x - bzw. in y-Richtung. Sind die Flüsse stetig dif-
ferenzierbar, dann kann man das System von Erhaltungsgleichungen in die
quasilineare Form (4.51) mit den Funktionalmatrizen

A(u) =
df1(u)

du
, B(u) =

df2(u)
du

umschreiben.

4.7 Anwendungen

In diesem Abschnitt gehen wir auf die mathematische Modellierung verschie-
dener physikalischer Probleme ein. Die Typeinteilung der partiellen Differen-
zialgleichungen wird dabei aufgegriffen und Eigenschaften der Lösungen der
verschiedenen Gleichungen an Hand von Beispielen erläutert.

4.7.1 Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Spricht man von einem Fluid, dann ist dies ein System von vielen Teilchen,
welche miteinander wechselwirken. Es ist eine Materie, welche sich durch
Oberflächenkräfte verformt, wobei sich die Teilchen frei bewegen können. Die
Gleichung (4.55) in dem Kapitel über Erhaltungsgleichungen ist allgemein die
Integralgleichung eines physikalischen Erhaltungssatzes. Als Beispiel hatten
wir im vorigen Abschnitt schon die Massenerhaltung angeführt. Die zentralen
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Erhaltungssätze in der Strömungsmechanik sind neben der Massenerhaltung
die Impuls- und die Energieerhaltung.

Die Impulsgleichung ist eine Vektorgleichung. Die Impulsdichte ist der Im-
puls pro Einheitsvolumen ρv. Es ist ein Vektor mit den verschiedenen Kompo-
nenten des Impulses in x -, y- und z -Richtung. Die integrale Impulsgleichung
lautet

d
dt

∫
Ω

ρvdV = −
∫

∂Ω

(
(ρv) ◦ v

) · ndS +
∫

∂Ω

σ · ndS +
∫

∂Ω

gdV .

Das linke Integral steht für die zeitliche Änderung des Impulses. Integrati-
on und Differenziation eines Vektors werden dabei komponentenweise ausge-
führt. Das erste und zweite Integral auf der rechten Seite enthält die Oberflä-
chenkräfte. Das erste Integral steht für die Impulsänderung, verursacht durch
den Massentransport und damit ein Konvektions- oder Transportterm. Das
Zeichen ”◦“ bezeichnet dabei das dyadische Produkt: (ρv◦v), ein Tensor, der
zeilenweise mit der Normalen n multipliziert wird. Das zweite Integral enthält
die Spannungskräfte, die von den Normal- und Tangentialspannungen an der
Oberfläche herrühren. Dabei kann man den Spannungstensor σ zerlegen
in die Druckspannungen p und die Zähigkeits- oder Reibungsspannungen τ :

σ = τ − pI

mit der Einheitsmatrix I . Das dritte Integral auf der rechten Seite enthält die
Volumenkräfte, welche durch eine äußere Kraft g, wie z.B. die Gravitation,
entstehen.

Leiten wir wieder unter der Annahme, dass alle auftretenden Funktionen
stetig differenzierbar sind, eine lokale Formulierung ab, dann erhalten wir die
Impulsgleichung als Differenzialgleichung

(ρv)t + ∇ · ((ρv) ◦ v
)

+ ∇p = ∇ · τ + g (4.67)

als das mathematische Modell in Form einer Differenzialgleichung. Die Di-
vergenz der Tensoren ρv) ◦ v und boldsymbolτ ist so zu verstehen, dass die
Divergenz auf jede Zeile der Matrix angewandt wird. Jede der Komponenten
der Vektorgleichung entspricht der Form einer Erhaltungsgleichung.

Als nächstes betrachten wir die Energiegleichung. Die Energiedichte e ist
die Gesamtenergie pro Einheitsvolumen. Die integrale Erhaltung lautet

d
dt

∫
Ω

edV = −
∫

∂Ω

v(e+p)·ndS+
∫

∂Ω

(τv)·ndS−
∫

∂Ω

q·ndS+
∫
Ω

g·vdV +
∫
Ω

QdV .

In den Oberflächenintegralen geht die Arbeit pro Zeiteinheit ein, welche die
Umgebung an dem Fluid leistet. Rechts haben wir als ersten Term wieder den
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Transport von Energie durch die Strömung. Die Arbeit, welche die Druck-
kräfte leisten, ergeben sich aus den Druckkräften multipliziert mit der Ge-
schwindigkeit. Das zweite Integral auf der rechten Seite enthält die Arbeit
durch die Reibung, das dritte den Wärmefluss q durch den Rand. Die geleis-
tete Arbeit der äußeren Kräfte ist durch das erste Volumenintegral und eine
von außen zugeführte Wärmemenge Q durch das zweite gegeben.

Ganz analog zu den beiden anderen Gleichungen kann man eine lokale For-
mulierung ableiten. Das aus Massen-, Impuls- und Energiegleichung abgelei-
tete Differenzialgleichungssystem nennt man die kompressiblen Navier-
Stokes-Gleichungen:

ρt + ∇ · (ρv) = 0 , (4.68)

(ρv)t + ∇ · ((ρv) ◦ v
)

+ ∇p = ∇ · τ + g , (4.69)

et + ∇ · (v(e + p)
)

= ∇ · (τv) −∇ · q + Q . (4.70)

Es gibt in diesem System zunächst mehr gesuchte physikalische Größen als
Gleichungen. Wir haben drei Gleichungen, zwei skalare und eine Vektor-
gleichung, Als Unbekannte sind die vier physikalische Grundgrößen: ρ,v,p,e
zu bestimmen. Eine zusätzliche Gleichung ist die Zustandsgleichung. Der
Druck ist eine Funktion der anderen physikalischen Größen. Oft wird die
Zustandsgleichung in der Form

p = p(ρ, ε)

mit der spezifischen inneren Energie ε geschrieben. Gesamt-, innere und ki-
netische Energie erfüllen dabei die Gleichung

e = ρε +
1
2
ρv2 . (4.71)

Für ein ideales Gas lautet die Zustandsgleichung

p(ρ, ε) = (γ − 1)ρε (4.72)

mit dem Adiabatenexponenten γ. Die Wärmeleitung ist dem Temperaturgra-
dienten proportional

q = −k ∇T (4.73)

mit der Wärmeleitfähigkeit k .
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Ist die Wärmeleitfähigkeit k konstant, dann ergibt sich auf der rechten Seite
der Energiegleichung der Term

k∆T .

Der Typ der Energiegleichung ist demnach parabolisch. Er wird festgelegt
durch die höchsten Ortsableitungen. Auch bei der Impulsgleichung haben wir
einen parabolischen Term auf der rechten Seite stehen: den Reibungstensor τ .
Für ein Newtonsches Fluid lautet dieser unter der Annahme der Stokesschen
Hypothese

τ = 2ηD − 2
3
η(∇ · v)I mit D =

1
2

[
∇ ◦ v + (∇ ◦ v)T

]
.

Dabei bezeichnet η den Viskositätskoeffizienten. Bei der Massenerhaltung
treten keine zweiten Ableitungen auf. Es ist eine hyperbolische Gleichung.
Man nennt deshalb die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ein
hyperbolisch-parabolisches System oder auch unvollständig parabo-
lisch.

Besonders bei Gasströmungen ist die Reibung und die Wärmeleitung sehr
klein und kann deshalb oft vernachlässigt werden. Aus den kompressiblen
Navier-Stokes-Gleichungen ergeben sich die Euler-Gleichungen oder auch
die Gleichungen der Gasdynamik genannt:

ρt + ∇ · (ρv) = 0 , (4.74)

(ρv)t + ∇ · ((ρv) ◦ v
)

+ ∇p = 0 , (4.75)

et + ∇ · (v(e + p)
)

= 0 , (4.76)

hier ohne Berücksichtigung von äußeren Kräfte.

Betrachten wir eine Rohrströmung, welche sich in x -Richtung ausbreitet, und
nehmen wir an, dass sich die physikalischen Größen nur in Strömungsrichtung
ändern, dann fallen in dem System der Euler-Gleichungen die Ableitungen
nach y und z heraus. Ebenso verschwinden die Geschwindigkeitskomponenten
in diesen beiden Richtungen. Was übrig bleibt, ist ein System aus drei skalaren
Gleichungen, den eindimensionalen Euler-Gleichungen. Dabei bezeich-
net v hier die Geschwindigkeitskomponente in x -Richtung. Meist schreibt
man die eindimensionalen Euler-Gleichungen als System in Erhaltungsform

ut + f(u)x = 0 (4.77)
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mit dem Vektor der Erhaltungsgrößen u und dem Fluss f(u):

u =

⎛⎝ ρ
ρv
e

⎞⎠ , f(u) =

⎛⎝ ρv
ρv2 + p
v(e + p)

⎞⎠ .

Dieses System kann man in die quasilineare Form umschreiben. Es ergibt sich
ein System von Evolutionsgleichungen.

ut + A(u)ux = 0 (4.78)

mit der Funktionalmatrix

A(u) =
df(u)
du

.

Die Matrix A(u) besitzt die Eigenwerte

a1 = v − c , a2 = v , a3 = v + c . (4.79)

Dabei bezeichnet c die Schallgeschwindigkeit, welche sich über die Beziehung

c2 = γ
p
ρ

ergibt. Die Eigenwerte entsprechen den verschiedenen Wellengeschwindig-
keiten in einem Gas. Die eindimensionalen Euler-Gleichungen besitzen so-
mit drei reelle Eigenwerte und sind ein System von nichtlinearen streng
hyperbolischen Gleichungen.

Bemerkung: Die Druckwellen breiten sich mit der Geschwindigkeit v − c
oder v +c aus. Der Eigenwert a2 = v entspricht dem Transport mit der Strö-
mungsgeschwindigkeit. Ist |v | > c, dann ist die vorliegende Strömung eine
Überschallströmung. Sind alle drei Eigenwerte positiv, so laufen die Charak-
teristiken in der (x , t)-Ebene nach rechts. Damit wird Information nur von
links nach rechts transportiert. Keine Information kann gegen die Strömungs-
richtung laufen.

Die Steigungen der Charakteristiken für die nichtlinearen Euler-Gleichungen
sind lösungsabhängig und damit im Allgemeinen keine Geraden. Schneiden
sich Charakteristiken zum gleichen Eigenwert, dann kann keine stetig dif-
ferenzierbare Lösung existieren. Wir haben dies im Abschnitt 4.4 an einer
einzelnen Gleichung erläutert. In diesem Fall kommt es zum Auftreten einer
Stoßwelle oder auch Verdichtungsstoß genannt. Der Überschallknall bei
einem Düsenjäger ist ein bekanntes Beispiel für dieses physikalische Phäno-
men.

Es ist interessant, dass das Phänomen des Verdichtungsstoßes als ein Phäno-
men der Lösung der zugehörigen nichtlinearen Gleichungen entdeckt wurde.
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Es war der Mathematiker Bernhard Riemann, welcher dies in einer Arbeit
in den Göttinger Nachrichten 1860 beschrieb. Er führte den Begriff des Ver-
dichtungsstoßes ein. Erst einige Jahre später wurde z. B. durch Ernst Mach
die Stoßwelle oder der Verdichtungsstoß experimentell bestätigt.

Bemerkung: Existiert für das betrachtete Problem eine stationäre Lösung,
dann ist diese auch Lösung der hier vorgestellten Gleichungen. Stationär be-
deutet, dass die Zeitableitungen verschwinden. Man kann somit ein verein-
fachtes System angeben, in dem man die Zeitableitungen heraus streicht.
Dieses System ist hyperbolisch für eine Überschall- und elliptisch für eine
Unterschall-Strömung.

Zusammenfassung: Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
(4.73)-(4.75) sind unvollständig parabolisch. Die Massenerhaltung (4.73)
ist hyperbolisch, während die Reibungs- und Wärmeleitungsterme dafür
sorgen, dass die Impuls- und Energiegleichung parabolisch sind.
Die Euler-Gleichungen oder Gleichungen der Gasdynamik, bei denen Rei-
bung und Wärmeleitung vernachlässigt werden, sind ein System nichtli-
nearer hyperbolischer Differenzialgleichungen.

4.7.2 Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben Strömungen, bei
denen die Kompressibilität, das heißt Veränderungen der Dichte, eine we-
sentliche Rolle spielen. Man nennt diesen Bereich der Strömungsmechanik
auch die Strömungsmechanik der hohen Geschwindigkeiten. Die Strömung
von Flüssigkeiten kann meist als inkompressibel betrachtet werden. Der ei-
gentliche physikalische Hintergrund liegt in dem Unterschied der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit des Drucks und der Strömung, das heißt der Schall-
und der Strömungsgeschwindigkeit. Das Verhältnis dieser beiden wird als
Machzahl bezeichnet:

M =
v
c

.

Ist die Machzahl in der Größenordnung von Eins, dann haben die Geschwin-
digkeit der Druckwellen und der Strömungstransport etwa die gleiche Grö-
ßenordnung. Wird die Machzahl klein, dann sind die Druck- oder Schallwellen
sehr viel schneller als die lokale Strömung. Dies bedeutet, dass ein schneller
Druckausgleich erfolgt und lokale Änderungen im Geschwindigkeitsfeld kei-
ne nennenswerten lokalen Druckunterschiede erzeugen können. Dies bedeutet
dann natürlich auch keine nennenswerten Dichteunterschiede: Die Strömung
ist inkompressibel.
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Die Frage kompressibel oder inkompressibel ist somit keine Stoffeigenschaft,
sondern ein Strömungsbereich, welcher durch das Verhältnis Schall- und Strö-
mungsgeschwindigkeit bestimmt ist. Da Flüssigkeiten eine große Schallge-
schwindigkeit besitzen, gelten viele Strömungen von Flüssigkeiten als inkom-
pressibel. Explosionen im Wasser müssen dann aber wieder mit dem kom-
pressiblen mathematischen Modell beschrieben werden. Gasströmungen mit
kleinen Geschwindigkeiten werden oft mit den inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen berechnet, wie die Umströmung von Kraftfahrzeugen.

Die inkompressiblen Gleichungen erhält man als Grenzwert der kompressi-
blen Gleichungen, wenn die Machzahl gegen Null strebt. Liegt eine Strömung
mit anfangs räumlich konstanter Dichte vor, dann bleibt diese Dichte auch
zeitlich konstant. Damit ergibt sich aus dem Massenerhalt (4.68) direkt die
Bedingung der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes. Die Impulsglei-
chung kann durch die konstante Dichte dividiert werden.

In dimensionsloser Form haben die inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen die Gestalt

vt + (v · ∇)v + ∇p =
1
Re

∆v , (4.80)

∇ · v = 0 . (4.81)

Dabei bezeichnet Re die Reynoldszahl - eine dimensionslose Kennzahl, welche
ein Maß für die Reibung darstellt. Die Energiegleichung ist bei Gültigkeit von
(4.81) automatisch erfüllt. Es sind zwei Gleichungen, eine Vektorgleichung
und einer skalaren Gleichung für die zwei Unbekannten Geschwindigkeit v
und Druck p.

Die zweite Gleichung, als zusätzliche Bedingung an die Geschwindigkeit, ent-
hält keine Zeitableitungen. Die inkompressiblen Gleichungen sind somit kein
typisches System von Evolutionsgleichungen. Da die Gleichung (4.81) keine
Zeitableitungen enthält, ist die Vermutung, dass es sich hierbei um eine ellip-
tische Gleichung handelt. Den elliptischen Charakter der Gleichungen sieht
man folgendermaßen. Man wendet die Divergenz als Differenzialoperator auf
die Geschwindigkeitsgleichung an. Da das Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei
ist, fällt die Zeitableitung der Divergenz von v heraus. Auf der linken Seite
schreiben wir die Divergenz des Gradienten des Drucks als ∆p. Alle anderen
Terme schreiben wir auf die rechte Seite und erhalten wegen ∇ · ∆v = 0 die
Gleichung

∆p = −∇·[(v · ∇)v
]

. (4.82)
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Ist die Geschwindigkeit bekannt, so stehen auf der rechten Seite bekannte
Terme. Zu einem bekannten Geschwindigkeitsfeld ergibt sich somit der Druck
als Lösung der elliptischen Poisson-Gleichung (4.82).

Ein vereinfachtes mathematisches Modell für eine inkompressible Strömung
ist die Potenzialströmung. Neben der Annahme, dass die Strömung reibungs-
frei wie bei den Euler-Gleichungen ist, wird zusätzlich vorausgesetzt, dass die
Strömung rotationsfrei ist:

∇× v = 0 .

Es folgt daraus, dass ein Geschwindigkeitspotenzial mit v = −∇φ existiert.
Die Bedingung (4.81) ergibt dann die Forderung

∇ · v = −∇ · ∇φ = 0

an das Geschwindigkeitspotenzial. Die Geschwindigkeitsgleichung kann da-
nach integriert werden und ergibt eine algebraische Gleichung, die Bernoulli-
Gleichung.

Zusammenfassung: Die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
(4.80), (4.81) sind ein parabolisch-elliptisches System. Als Grenzwert,
wenn die Reynoldszahl gegen unendlich strebt und die Reibungsterme ver-
nachlässigt werden können, erhält man die hyperbolisch-elliptischen
inkompressiblen Euler-Gleichungen. Wird zusätzlich eine rotations-
freie Strömung vorausgesetzt, ergibt sich die Laplace-Gleichung für das Ge-
schwindigkeitspotenzial

4.7.3 Die Gleichungen der Akustik

Die Schall- oder Lärmausbreitung sind Vorgänge, welche im Prinzip Lösungen
der kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen sind. Jedoch sind die Amplitu-
den sehr klein, so dass man das System der Gleichungen der Strömungsmecha-
nik vereinfachen kann. Betrachtet man Druckwellen mit kleinen Amplituden
in einer Ruheströmung, d.h. die Geschwindigkeit ist nahezu Null, dann kann
man den Störungsansatz

ρ = ρ0 + ρ′ , v = v′ , p = p0 + p′ (4.83)

in die Euler-Gleichungen einsetzen. Die Größen ρ0 und p0 werden dabei als
konstant betrachtet, die Strichgrößen sind die Fluktuationen der konstanten
Hintergrundströmung. Eingesetzt in die Gleichungen erhält man z.B. für die
Massenerhaltung

ρ′t + ρ0∇ · v′ + ∇ · (ρ′v′) = 0 .
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Dabei wurde schon ausgenutzt, dass die Hintergrundströmung räumlich und
zeitlich konstant ist und die Ableitungen von ρ0 und p0 verschwinden.

Die Strichgrößen sind sehr klein. Es wird daher angenommen, dass die Pro-
dukte dieser Größen und auch deren Ableitungen vernachlässigt werden kön-
nen. Es bleibt dann die Gleichung

ρ′t + ρ0∇ · v′ = 0 (4.84)

übrig. Dies kann man analog mit Impuls- und Energiegleichung ausführen.
Setzt man die Zustandsgleichung ein, bleiben die Gleichungen für die Fluk-
tuationen in der Form

v′
t +

1
ρ0

∇p′ = 0 , (4.85)

p′
t + γp0∇ · v′ = 0 (4.86)

zurück. Die Kombination der Gleichungen für die Dichte (4.84) und den Druck
(4.86) führt auf die Beziehung p′ − c2

0ρ′ = konstant, wobei c0 die Schallge-
schwindigkeit in der Ruheströmung bezeichnet. Mit dieser Beziehung lassen
sich die Dichtefluktuationen aus den Druckfluktuationen bestimmen.

Es bleibt das System (4.85), (4.86) übrig, welches eine ganz ähnliche Form
wie die Wellengleichung (4.35), (4.36) besitzt. In der Tat, wird auf die erste
Gleichung die Divergenz angewandt und mit γp0 multipliziert, die zweite nach
der Zeit differenziert und die beiden Gleichungen subtrahiert, so ergibt sich

ptt − c2
0∆p = 0 , (4.87)

d. h. die lineare Wellengleichung. Die Wellengeschwindigkeiten in einer Raum-
dimension sind c0 und −c0. Man nennt die Gleichungen (4.85), (4.86) oder die
Gleichung zweiter Ordnung für die Druckfluktuationen die Gleichungen der
linearen Akustik. Die Ausbreitung von Schall und Lärm in das Fernfeld in
einer Ruheströmung wird mit diesem mathematischen Modell beschrieben.

4.8 Bemerkungen

Wie wir in den einzelnen Kapiteln gesehen haben, hat die Klassifizierung
der partiellen Differenzialgleichungen eine physikalische Motivation. Die ver-
schiedenen Typen von Differenzialgleichungen beschreiben verschiedene phy-
sikalische Vorgänge. Die Lösungen dieser Probleme haben somit verschiedene
Eigenschaften. Die Kenntnis darüber ist ganz wesentlich für die numerische
Approximation, da hier die wichtigen Eigenschaften richtig wiedergegeben
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werden sollen. Möchte man ein Problem mit einem numerischen Verfahren
näherungsweise lösen, so ist der Typ der Differenzialgleichung zunächst die
wichtigste Information für die Auswahl eines numerischen Verfahrens. Die
Klassifizierung gibt Hinweise auf die vorzugebenden Rand- oder Anfangsbe-
dingungen und über die Stetigkeitseigenschaften der Lösung.

Elliptische Probleme beschreiben vor allem stationäre Vorgänge. Wohlde-
finiert ist ein elliptisches Problem durch die Vorgabe von geeigneten Rand-
bedingungen. Die Lösungen von elliptischen Problemen, speziell von linearen
Problemen haben sehr gute Stetigkeitseigenschaften. Die Konstruktion von
Verfahren hoher Ordnung ist für diese Problemklasse somit möglich. Es gilt
für elliptische Probleme ein sogenanntes Maximumprinzip. Das Maximum
und das Minimum der Lösung wird auf dem Rand angenommen und niemals
im Innern des Gebietes.

Parabolische Probleme sind im Allgemeinen instationäre Probleme. Sie
beschreiben Wärmeleitung, Dissipation und Reibungseinflüsse. Ein paraboli-
sches Problem ist ein Anfangs-Randwertproblem. Ähnlich wie bei den ellipti-
schen Problemen ist die Lösung im Allgemeinen sehr glatt. Dies hat sich sehr
deutlich in dem Beispiel 4.3 gezeigt. Die kurzwelligen Anteile in den Anfangs-
werten wurden schneller gedämpft als die langwelligen Anteile. Die Glattheit
der Lösung erhöht sich mit fortschreitender Zeit. Auch ein parabolisches Pro-
blem genügt einem Maximumprinzip. So fällt der Wert des Maximums in den
Anfangswerten monoton, während der Wert des Minimums monoton wächst.

Hyperbolische Probleme beschreiben Wellen und Transportvorgänge. Die
Charakteristiken spielen hier eine entscheidende Rolle. Die Information wird
entlang der Charakteristiken transportiert. Das zugehörige Problem ist ein
reines Anfangswertproblem. Läuft das physikalische Problem in einem endli-
chen Gebiet ab, so können dort die Randwerte nicht beliebig vorgeschrieben
werden, sondern es gibt Verträglichkeitsbedingungen: Die Randwerte müs-
sen mit der Wellenausbreitung verträglich sein. Nichtlineare hyperbolische
Gleichungen können für beliebig oft stetig differenzierbare Anfangswerte Un-
stetigkeiten entwickeln. Diese Unstetigkeiten können physikalische Bedeutung
haben, wie Stoßwellen in der Gasdynamik. Unstetigkeiten in den Anfangswer-
ten werden bei linearen Problemen entlang der Charakteristiken transpor-
tiert. Eine Regularitätserhöhung der Lösung mit fortschreitender Zeit tritt
bei hyperbolischen Problemen nicht auf.

Wir haben in unseren Betrachtungen als Rechengebiet immer ein endliches
Gebiet vorausgesetzt. Für die numerische Simulation ist dies unumgänglich,
da der Rechner nur endlich viel Speicherplatz besitzt. Physikalische Vorgänge
können auf einem sehr großen Gebiet ablaufen und die entsprechende mathe-
matische Modellierung führt auf ein unendliches Gebiet, in dem die Lösung
gesucht wird. Für die numerische Simulation muss man dieses Gebiet ein-



210 4 Grundlagen der partiellen Differenzialgleichungen

schränken und geeignete Randbedingungen finden. Man nennt diese numeri-
sche oder künstliche Randbedingungen. Um das Rechengebiet zu verkleinern
und damit die Effizienz der numerischen Simulation zu erhöhen, wird man
dieses Vorgehen immer dann anwenden, wenn die Einflüsse des Randes ver-
nachlässigbar sind. Allerdings ist die Vorgabe von künstlichen Randwerten
nicht einfach und für viele Probleme ein Bereich der aktuellen Forschung. Bei
der Behandlung der numerischen Methoden werden wir darauf zurückkom-
men.

Über die Theorie von partiellen Differenzialgleichungen gibt es eine ganze
Reihe von Monographien. Eine Übersicht enthalten z. B. die zwei klassischen
Bände der Methoden der mathematischen Physik von Courant und Hilbert
[11], immer noch sehr zu empfehlen. Weitere Monographien über partielle Dif-
ferenzialgleichungen sind z.B. die Bücher von Strauss [61], Hellwig [31], John
[34], Evans [18] und Quarteroni und Valli [48]. Da die Eigenschaften der ver-
schiedenen Typen von partiellen Differenzialgleichungen sehr unterschiedlich
und vielfältig sind und eine Vielzahl unterschiedlicher physikalischer Phä-
nomene beschreiben, gibt es auch Bücher über die einzelnen Klassen der
Differenzialgleichungen.

4.9 Beispiele und Aufgaben

Beispiel 4.12 (Mit Maple-Worksheet). Das Anfangswertproblem für die
Differenzialgleichung

ut +
1
2

√
t ux = 0

mit den Anfangswerten u(x , 0) = q(x ) = e−x2
wird im Folgenden gelöst. Die

Transportgeschwindigkeit hängt hier von der Zeit ab. Die Charakteristiken
sind demnach gegeben durch

C : x = x (t) mit
dx (t)
dt

=
1
2

√
t

und sind Kurven in der (x , t)-Ebene. Die Lösung u ist konstant entlang den
Charakteristiken und ergibt sich zu

u(x , t) = q
(

x − 1
3
t

3
2

)
= e−

“
x− 1

3 t
3
2

”2

.

Das Maple-Worksheet zeigt die Lösung als Funktion von x und t und ist in
Abbildung 4.15 gezeichnet. �
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Abb. 4.15. Lösung von Beispiel 4.12

Beispiel 4.13 (Mit Maple-Worksheet). Bei dem AWP für die lineare
Transportgleichung

ut +
√

x ux = 0

und den Anfangswerten u(x , 0) = q(x ) = e−x2
hängt die Ausbreitungsge-

schwindigkeit von x ab. Trotzdem lassen sich analog zu Beispiel 4.12 die
Charakteristiken definieren. Die Lösung ist entlang den Charakteristiken kon-
stant und lautet

u(x , t) = q(t − 2
√

x ) = e−(t−2
√

x)2 .

Das Maple-Worksheet liefert Abbildung 4.16. Man erkennt, wenn man ent-
lang der Zeitachse läuft, dass die Anfangsauslenkung entlang der Charakte-
ristiken durch den Punkt (x = 0, t = 0) läuft. Diese hat jetzt die Gleichung

x =
(

t
2

)2

.

�

Beispiel 4.14 (Riemann-Problem für die Burgers-Gleichung). Ein
Anfangswertproblem mit stückweisen konstanten Anfangswerten wird
Riemann-Problem genannt. Wir betrachten hier die Lösung eines
Riemann-Problems für die Burgers-Gleichung

ut + (
1
2
u2)x = 0 (4.88)
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Abb. 4.16. Lösung von Aufgabe 4.13

mit den Anfangswerten

u(x , 0) =

{
1 für x < 0 ,

0 für x > 0 .
(4.89)

Die Steigungen der Charakteristiken in der (x , t)-Ebene haben wegen a(u) =
u den Wert 1/u. In der linken Halbebene sind die Charakteristiken somit
Parallelen zur Winkelhalbierenden, auf der rechten Seite Parallelen zur t-
Achse. Das entsprechende Diagramm ist in der Abbildung 4.17 auf der linken
Seite gezeichnet. Die Charakteristiken schneiden sich im Bereich zwischen
der t-Achse und der Winkelhalbierenden. Das Schneiden der Charakteristi-
ken bedeutet, dass die Lösung eine Unstetigkeit - Stoßwelle - enthält. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Stoßwelle berechnet sich aus der Sprungbe-
dingung (4.61) zu

s =
1
2u2

r − 1
2u2

l

ur − ul
=

1
2
(ur + ul) =

1
2

. (4.90)

Die Ausbreitungskurve der Stoßwelle ist somit eine Gerade mit der Gleichung
t = 2x . In das rechte Bild von Abbildung 4.17 ist diese Gerade eingezeichnet.
Die schwache Lösung für das angegebene Riemann-Problem ist somit

u(x , t) =

{
1 für x

t < 1
2 ,

0 für x
t > 1

2 .
(4.91)



4.9 Beispiele und Aufgaben 213

               
x 

u = 1 u = 0 

2

1
s

t

x
tt 

1
t

x
Stoßwelle 

u = 1 u = 0 

x 

Abb. 4.17. Verlauf der Charakteristiken für Beispiel 4.14

Die Stoßwelle trennt die beiden konstanten Zustände ul = 1 und ur = 0, die
Charakteristiken laufen von beiden Seiten in die Stoßwelle hinein. �

Beispiel 4.15 (Riemann-Problem für die Burgers-Gleichung). Wir
betrachten die Lösung des Riemann-Problems für die Burgers-Gleichung mit
den Anfangswerten

u(x , 0) =

{
0 für x < 0 ,

1 für x > 0 .
(4.92)

Hier hat man den umgekehrten Fall vorliegen. Die Charakteristiken in der
linken Halbebene sind Parallelen zur t-Achse und in der rechten Halbebene
Parallelen zur Winkelhalbierenden. Abbildung 4.18 zeigt, dass hier die Cha-
rakteristiken aufbrechen und es einen Bereich ohne Charakteristiken gibt. In
diesem Fall führt die Unstetigkeit in den Anfangswerten auf eine stetige Lö-
sung, bei der die Charakteristiken wie bei einem Fächer das Loch auffüllen
und eine Verbindung der t-Achse mit der ersten Winkelhalbierenden schaffen.
Die Lösung lautet

u(x , t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0 für x

t < 0 ,
x
t für 0 ≤ x

t ≤ 1 ,

1 für x
t > 1 .

(4.93)

Sie ist stetig und stetig differenzierbar bis an dem Knick bei x = 0 und x = t .
�

Beispiel 4.16 (Verkehrsflussmodell). Wir betrachten ein einfaches ma-
thematisches Modell für die Beschreibung des Verkehrsflusses auf einer Au-
tobahn. Ist der Verkehr dicht, was ab und zu auf den deutschen Autobahnen
vorkommt, kann man ihn als Kontinuum betrachten. Die Anzahl der Fahr-
zeuge in einem Abschnitt I der Autobahn berechnet sich somit als
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Abb. 4.18. Verlauf der Charakteristiken bei einer Verdünnungswelle

M (t ; I ) =
∫
I

ρ(x , t)dx ,

mit der Verkehrsdichte ρ. Die zugehörige Erhaltungsgleichung lautet

ρt + f (ρ)x = 0 .

Dabei ist der Verkehrsfluss durch f (ρ) = ρ v gegeben wie bei der Kontinui-
tätsgleichung in einem Gas. Die Variable v bezeichnet die Geschwindigkeit in
der Bedeutung einer lokalen Durchschnittsgeschwindigkeit.

Man benötigt nun eine Beziehung für die Geschwindigkeit als Funktion der
Verkehrsdichte v = v(ρ). Eine einfache Modellierung liegt auf der Hand:
Die Geschwindigkeit ist maximal bei kleiner Dichte, während bei sehr großer
Dichte der Verkehr letztlich zum Erliegen kommt: Verkehrsstau. Die einfachs-
te Annahme ist eine lineare Funktion: Das Maximum vmax bei ρ = 0 und das
Minimum v = 0 bei ρ = ρmax wird durch eine Gerade verbunden. Der zuge-
hörige Fluss lautet in diesem Fall

f (ρ) = ρ v = ρ (vmax − vmax

ρmax
ρ) = − vmax

ρmax
ρ2 + vmax ρ.

In Abbildung 4.19 ist die Geschwindigkeit v(ρ) und der Fluss f (ρ) mit die-
sen Annahmen gezeichnet. Die Charakteristiken der skalaren Erhaltungsglei-
chung sind die Geraden

C : x = x (t) mit
dx (t)
dt

= −2
vmax

ρmax
ρ + vmax =: a(ρ) .

Entlang dieser Charakteristiken ist die Verkehrsdichte konstant.

Wir schauen uns einen Verkehrsstau mit den Anfangswerten

u(x , 0) =

{
ρl für x < 0 ,

ρmax für x > 0 .
(4.94)
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Abb. 4.19. Abhängigkeit der Geschwindigkeit v von der Verkehrsdichte ρ (links)
und der zugehörige Verkehrsfluss (rechts)

genauer an. An der Stelle x = 0 befindet sich zum Zeitpunkt t = 0 das
Stauende. Die Werte der Verkehrsdichte sind nach rechts ρmax . Der Wert ρl

sei kleiner als der Maximalwert. Auf der linken Seite fließt somit der Verkehr.

Die Charakteristiken sind lösungsabhängig und können nur von den be-
kannten Anfangswerten aus gezeichnet werden. Auf der rechten Seite, al-
so für x > 0, haben die Charakteristiken in der (x , t)-Ebene die Steigung
1/a(ρmax ) = −1/vmax . Auf der rechten Seite 1/a(ρl). Diese Steigung ist klei-
ner als auf der linken Seite. Nehmen wir als Beispiel ρl = ρmax/2, dann ist
a(ρl) gerade Null und die Charakteristiken sind Parallelen zur t-Achse. Das
Bild der Charakteristiken ist in Abbildung 4.20 in dem linken Bild eingezeich-
net. Es kommt zu einem Schneiden der Charakteristiken.

Abb. 4.20. Bild der Charakteristiken im (x , t)-Diagramm bei einem Verkehrsstau-
Problem (links) und mit eingezeichneter Verdichtungsstoßwelle (rechts)
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Die Lösung enthält eine Unstetigkeit, an der die Verkehrsdichte von dem lin-
ken Wert ρl auf den Wert ρmax springt und das Auto im Stau steht. Die Aus-
breitungsgeschwindigkeit des Verdichtungsstoßes ergibt sich aus der Sprung-
oder Rankine-Hugoniot-Bedingung

s =
f (ρr ) − f (ρl)

ρr − ρl
= vmax (1 − ρl + ρr

ρmax
) = −vmax

2

für unser Beispiel ρl = ρmax/2. Die Unstetigkeitskurve mit der Gleichung
x/t = s trennt die beiden konstanten Zustände ρl und ρmax und die Charak-
teristiken von den beiden Seiten.

Kommt in diesem Modell ein Auto an den Verkehrsstau, dann bremst es am
Stau abrupt bis zum Stand. Diese Verdichtungswelle läuft gegen den Ver-
kehrsstrom nach links, wie es in Abbildung 4.20 zu sehen ist. Wir betrachten
Anfangswerte der Form

ρ(x ) = 0.5 ρmaxe−x2
,

die in dieser räumlichen Verteilung beim Feierabendverkehr so auftreten
könnten: Der Verkehr ist zunächst dünn, erhöht sich dann eine gewisse Zeit
kräftig und geht danach wieder zurück. Ist die Verkehrsdichte klein, dann
ist die Geschwindigkeit hoch und eine Verdichtungswelle kann gegen die
Fahrtrichtung laufen und gegebenenfalls zu einem Stau führen.

Das hier betrachtete Verkehrsmodell ist sehr einfach und vernachlässigt eini-
ge wichtige Effekte. Mögliche Ein- und Ausfahrten oder Geschwindigkeitsbe-
schränkungen sind hier nicht berücksichtigt. Berücksichtigt man die Reaktion
der Autofahrer, die auf die Änderung der Verkehrsdichte mit einer Verringe-
rung der Geschwindigkeit reagieren, dann lautet der Verkehrsfluss z.B.

f (ρ) = ρv − δρx

und man erhält nun statt der hyperbolischen Erhaltungsgleichung eine
Konvektions-Diffusions-Gleichung

ρt + f (ρ)x = δρxx .

Die Dissipation wird hier ein Verschmieren der Verdichtungsstöße bewirken.
Vom Hubschrauber aus lassen sich solche Kompressions- und Verdünnungs-
wellen sehr gut beobachten. Der Stop- und Go-Verkehr ergibt sich aus der
Interaktion dieser Wellen. Bei großer Verkehrsdichte kann eine Kompressi-
onswelle große Strecken zurücklegen und dazu führen, dass man ohne einen
offensichtlichen Grund plötzlich in einem Stau steht. Der Schuldige ist hier
lediglich nur das Lösungsverhalten von nichtlinearen hyperbolischer Differen-
zialgleichungen. �
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Aufgabe 4.1. Bestimmen sie den Typ der Differenzialgleichungen:

1. 2uxx + 2uxy + 7uyy + 3ux + 2uy = x 2 ,

2. ϕt + αϕxx + βϕx = 0 mit α, β ∈ R ,

3. sin(x )uxx + 2uxy + sin(x )uyy = 0 ,

4. u2uxx + 2uxy + uyy = 0 .

Lösung:

1. Diese DGL 2. Ordnung ist linear mit konstanten Koeffizienten und ellip-
tisch.

2. Es handelt sich auch hier um eine DGL mit konstanten Koeffizienten. Sie
ist von 2. Ordnung und parabolisch für α �= 0, Konvektions-Diffusions-
Gleichung genannt. Im Falle α = 0 fällt der Term mit der 2. Ableitung
heraus und es ergibt sich eine lineare hyperbolische Transportgleichung.
Sind beide Koeffizienten null, dann entartet die Gleichung zu einer ge-
wöhnlichen Differenzialgleichung.

3. Diese Gleichung ist eine lineare DGL 2. Ordnung. Die Koeffizienten hän-
gen allerdings von der unabhängigen Variablen x ab. Bei die Bestimmung
des Typs ergibt sich b2−4ac = 4−4 sin2(x ) > 0. Die Gleichung ist somit
hyperbolisch bis auf parabolische Entartungspunkte mit sin(x ) = 1.

4. Diese Gleichung 2. Ordnung ist eine quasilineare Differenzialgleichung.
Der Typ der Differenzialgleichung hängt somit von der Lösung selbst ab.
Durch Einsetzen ergibt sich b2 − 4ac = 4 − 4u2 ≥ 4(u + 1)(u − 1). Die
Gleichung ist somit hyperbolisch für −1 < u < 1, für u2 = 1 ist sie
parabolisch und in den anderen Fällen elliptisch. �

Aufgabe 4.2. Bestimmen sie den Typ des Systems 1. Ordnung

ut + aux + bvx = 0 ,
vt + bux + avx = 0

für beliebige a, b ∈ R.

Lösung: Zur Bestimmung des Typs dieses Systems von Evolutionsgleichun-
gen benötigen wir die Gleichungen in der Matrixschreibweise

wt + Awx = 0
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mit dem Vektor w, welcher die Komponenten u und v besitzt. Die Eigenwerte
von A lauten a−b und = a+b, sind reell und das System somit hyperbolisch.
�

Aufgabe 4.3. Das System der Flachwasserwellen lautet

ht + hvx + vhx = 0 ,
vt + vvx + ghx = 0 .

Dabei bedeutet v die Geschwindigkeit, h die Wassertiefe und g die Gravita-
tionskonstante. Zeigen sie, dass dieses System hyperbolisch ist. Schreiben sie
die Gleichungen in Erhaltungsform um.

Lösung: Es ist ein hyperbolisches System, da die Matrix

A =
(

v h
g v

)
.

wegen der nicht negativen Gravitationskonstante und Wassertiefe die reellen
Eigenwerte

a1 = v −
√

gh , a2 = v +
√

gh

besitzt. Die Erhaltungsform lautet

ht + (vh)x = 0, vt + (
1
2
v2 + gh)x = 0 .

und ergibt sich durch Anwendung der Produktregel in der 1. und über die
Stammfunktion in der 2. Gleichung. �

Aufgabe 4.4. Man zeige, dass die eindimensionalen Gleichungen der Gas-
dynamik in primitiven Variablen

ρt + vρx + ρvx = 0,

vt + vvx +
1
ρ
px = 0,

pt + vpx + γpvx = 0,

ein hyperbolisches System sind.

Lösung: Die Eigenwerte bleiben bei der Umformulierung erhalten und sind
v − c, v , v + c. �



5 Grundlagen der numerischen Verfahren für
partielle Differenzialgleichungen

Schon gewöhnliche Differenzialgleichungen lassen sich meist nicht exakt lö-
sen und man ist auf die numerische Lösung angewiesen. Diese Situation liegt
bei den partiellen Differenzialgleichungen noch verstärkt vor. Die drei wich-
tigsten Ansätze für die Konstruktion von Näherungsverfahren werden in den
nächsten Kapiteln vorgestellt: Die Differenzen-, die Finite-Elemente-
und die Finite-Volumen-Verfahren. Auf die Herleitungen und die Erfah-
rungen mit den Methoden für gewöhnliche Differenzialgleichungen wird dabei
aufgebaut. Die Ideen und Konzepte der Differenzenverfahren und der Finite-
Elemente-Verfahren wurden dort in einer Raumdimension schon vorgestellt.

Bevor jedoch numerische Methoden für die verschiedenen Typen von Dif-
ferenzialgleichungen vorgestellt werden, werden in diesem ersten Abschnitt
grundlegende Begriffe und Eigenschaften dargestellt. Qualitätskriterien für
Näherungsverfahren sind Konsistenz, Stabilität und Konvergenz. Diese Be-
griffe wurden ebenso schon bei den gewöhnlichen Differenzialgleichungen ein-
geführt und werden für die numerische Approximationen von partiellen Diffe-
renzialgleichungen erweitert oder angepasst. Die Gittererzeugung ist im Falle
mehrdimensionaler Probleme weitaus komplizierter und für alle hier betrach-
teten Verfahren gleich, so dass wir auch diese Thematik in dieses Grundla-
genkapitel eingefügt haben.

5.1 Konsistenz, Stabilität und Konvergenz

Die Konsistenz der numerischen Lösungsverfahren für gewöhnliche Differen-
zialgleichungen wurde über den lokalen Diskretisierungsfehler definiert. Unter
der Annahme, dass der Wert der Näherungslösung im n-ten Schritt mit dem
Wert der exakten Lösung übereinstimmt, ist der lokale Diskretisierungsfehler
die Differenz des Näherungswertes und der exakten Lösung im neuen Punkt,
also der Fehler, den man in einem Schritt macht. Konsistenz bedeutet, dass
der lokale Diskretisierungsfehler gegen Null strebt, wenn die Schrittweite ge-
gen Null strebt. Wir haben in dem Abschnitt 2.2.2 über Konsistenz gesehen,
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dass man den lokalen Diskretisierungsfehler auch als Residuum erhält, wenn
die exakte Lösung in das numerische Verfahren eingesetzt wird. Diese Vorge-
hensweise kann man als Definition auf den Fall der Näherungsverfahren für
partielle Differenzialgleichungen entsprechend ausdehnen.

Sei unser Problem ganz allgemein durch die Gleichung

Lu − f = 0 (5.1)

beschrieben. Dabei ist L ein Differenzialoperator. Wir nehmen an, dass die
Rand- oder Anfangswertbedingungen mit in L enthalten sind. Das Nähe-
rungsverfahren für (5.1) ist durch eine Vorschrift

Lhvh − fh = 0 (5.2)

gegeben. Dabei bezeichnet Lh die Approximation von L und vh die Nähe-
rungslösung zu v . Der Parameter h deutet hier die Diskretisierung an.

Wird die exakte Lösung u von (5.1) in das Näherungsverfahren (5.2) einge-
setzt, dann wird sich im Allgemeinen ein Fehler ergeben: Das Residuum
oder der Defekt. Die entsprechende diskretisierte exakte Lösung wird mit
uh bezeichnet. Konsistent bedeutet dann die folgende Aussage:

Ein numerisches Verfahren ist konsistent und besitzt die
Approximations- oder Konsistenzordnung p, wenn für den lo-
kalen Diskretisierungsfehler

||Lhuh − fh || ≤ Chp (5.3)

mit einer von h unabhängigen Konstanten C gilt.

Bemerkungen:

1. Mit h wurde ganz allgemein ein Diskretisierungsparameter eingeführt.
Für ein mehrdimensionales Problem gibt es im Allgemeinen mehrere Dis-
kretisierungsparameter, z.B. die Raum- und Zeitschrittweite ∆x und ∆t .
Gilt für den lokalen Diskretisierungsfehler in (5.3)

||Lhuh − fh || = O(∆xp , ∆tq) , (5.4)

dann ist dieses Verfahren konsistent mit der Konsistenzordnung p bezüg-
lich der Raumapproximaiton und konsistent mit der Konsistenzordnung
q bezüglich der Zeitapproximation.

2. Zwischen den einzelnen Näherungsverfahren gibt es formale Unterschie-
de. Ein Differenzenverfahren liefert Näherungswerte an der verschiede-
nen Gitterpunkten. Dies bedeutet, dass die Werte der exakten Lösung
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an diesen diskreten Punkten in die Näherungsformel eingesetzt werden.
Die exakte Lösung muss in diesem Fall auf das Gitter eingeschränkt wer-
den. Bei einem Finite-Elemente-Verfahren kann man dagegen die exakte
kontinuierliche Lösung in das Näherungsverfahren direkt einsetzen.

3. Die Bedingung der Konsistenz wird hier allgemein mit einer Norm ||.||
formuliert, da es sich hier um mehrere Gleichungen und mehrere Werte
handeln kann. Bei einer skalaren gewöhnlichen Differenzialgleichungen in
Kapitel 2 tauchte hier der Betrag auf.

Konsistenz ist eine Beziehung zwischen dem Näherungsverfahren und der
Ausgangsgleichung. Sie bedeutet, dass das Näherungsverfahren die mathe-
matische Gleichung so approximiert, dass der Fehler entsprechend der Kon-
sistenzordung gegen Null strebt, wenn die Diskretisierungsparameter gegen
Null streben. Die Voraussetzung für eine solche Konvergenz ist natürlich im-
mer, dass die Lösung die nötigen Stetigkeitsvoraussetzungen erfüllt.

Eine weitere wichtige Eigenschaft für ein brauchbares numerisches Verfahren
ist die Stabilität. Wenn wir in diesem Zusammenhang von Stabilität spre-
chen, dann von der Stabilität des Näherungsverfahrens. Es ist dabei immer
vorausgesetzt, dass das Ausgangsproblem stabil ist. Hat das Ausgangspro-
blem insbesondere die Eigenschaft, dass Störungen der Lösung nicht oder nur
sehr langsam anwachsen, dann können wir dieses Problem dazu verwenden,
um die Eigenschaft der Stabilität des Näherungsverfahrens zu untersuchen.
Man nennt solche Probleme auch gut konditionierte Probleme. Stabilität des
Näherungsverfahrens meint also ganz allgemein, dass das numerische Verfah-
ren die Unempfindlichkeit des Ausgangsproblems bezüglich kleiner Störungen
erhält: Fehler wie Rundungs- oder Diskretisierungsfehler werden dann nicht
beliebig anwachsen.

Sei die Näherungslösung eines stabilen Problems mit vh und eine Nähe-
rungslösung des gestörten Problems mit ṽh bezeichnet. Ein numerisches
Lösungsverfahren heißt dann stabil, falls

‖vh − ṽh‖ ≤ C (5.5)

mit einer von h unabhängigen Konstanten C gilt, wenn die Schrittweite
gegen Null strebt.

Vorausgesetzt ist, dass die exakte Lösung eine Stabilitätsbedingung der Form
(5.5) erfüllt. Sonst macht es keinen Sinn, eine solche Eigenschaft von dem
numerischen Verfahren zu fordern. Je nach Problem wird die Stabilitätskon-
stante z.B. von der Zeit abhängen.
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Schon bei gewöhnlichen Differenzialgleichungen hat man die Situation, dass
die Stabilitätsanforderungen an das Näherungsverfahren problemabhängig
sind. So muss ein Verfahren, welches auf steife gewöhnliche Differenzialglei-
chungen angewandt wird, stärkere Stabilitätsbedingungen erfüllen als eines
für Standardprobleme. Für partielle Differenzialgleichungen, bei denen Ei-
genschaften und Lösungsstruktur weitaus vielfältiger sind, spielt dies noch in
größerem Maße eine Rolle.

Bemerkungen:

1. Oft gibt es für ein numerisches Verfahren auch gewisse einschränkende
Bedingungen an die Diskretisierungsparameter, wie dies schon bei den
gewöhnlichen Differenzialgleichungen auftritt. Man spricht dann von ei-
nem bedingt stabilen Verfahren.

2. Stabilitätsaussagen für numerische Verfahren können auch Forderungen
sein, dass gewisse Eigenschaften der exakten Lösung durch das Nähe-
rungsverfahren reproduziert werden. Ein Beispiel ist die Bedingung der
Positivität für die Dichte oder die Erfüllung der Entropiebedingung in
einem numerischen Verfahren in der Gasdynamik.

3. Stabilitätsaussagen bei nichtlinearen Probleme sind oft sehr schwierig
nachzuweisen.

Von der Konvergenz eines Näherungsverfahrens spricht man, wenn die
Näherungslösung bei einer gegen Null strebenden Schrittweite gegen die ex-
akte Lösung konvergiert.

Sei eh der globale Diskretisierungsfehler

eh = vh − uh ,

dann bedeutet Konvergenz

‖eh‖ ≤ Chq , (5.6)

wobei ‖.‖ eine geeignete Norm bezeichnet. Man nennt q die Konvergenz-
ordnung des Verfahrens.

Bemerkung: Die Wahl der Norm ‖.‖ in der Definition der Konvergenz ei-
nes Verfahrens ist problemabhängig. Punktweise Konvergenz ist so definiert,
dass in (5.6) der einfache Betrag steht und der Grenzwert für jeden Punkt
existieren muss. Die Bedingung der gleichmäßigen Konvergenz erhält man,
wenn ‖.‖ die Maximumsnorm ist.
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Die Begriffe Konsistenz, Stabilität und Konvergenz sind nicht unabhängig
voneinander. Hat man ein konsistentes numerisches Verfahren, dann weiß
man, dass der lokale Diskretisierungsfehler klein wird, wenn die Schrittwei-
ten klein werden. Die Stabilität des Verfahrens bedeutet, dass der Fehler
zwischen der Näherungslösung und der exakten Lösung nicht unbeschränkt
anwachsen kann. Plausibel erscheint dann, dass aus Konsistenz und Stabilität
die Konvergenz der Näherungslösung gegen die exakte Lösung folgt:

Konsistenz + Stabilität = Konvergenz

Dies nennt man das Äquivalenztheorem von Lax und kann man in einem
recht allgemeinen Rahmen beweisen. Erläuterungen und ein Beweis findet
sich z.B. in dem Buch von Thomas [63]

Im Folgenden werden wir in den einzelnen Abschnitten und für die einzel-
nen Verfahren und die einzelnen Typen von Differenzialgleichungen einige
Stabilitäts- und Konsistenzaussagen herleiten und diskutieren.

Theoretischen Aussagen wie die Stabilität lassen sich oftmals nicht für kom-
plexe Anwendungen beweisen. Man ist dann auf die Aussagen für gewisse ein-
fache Standardgleichungen angewiesen. Diese Aussagen liefern Hinweise über
die entscheidenden Konstruktionsprinzipien und geben Information über die
wichtigen Anforderungen für die entsprechende Klasse von mathematischen
Gleichungen. Die für die Standardprobleme gefundenen ”guten“ numerischen
Verfahren müssen dann auf die komplexeren Gleichungen oder Systeme geeig-
net übertragen werden, für die dann der Nachweis der theoretischen Aussagen
nicht mehr möglich ist.

Ein wesentlicher Aspekt der numerischen Simulation ist die Validierung der
numerischen Verfahren und letztendlich die Bewertung der numerischen Er-
gebnisse. Fehlen die theoretischen Aussagen für das zu komplizierte mathema-
tische Modell, müssen neben den theoretiechen Resultate für die einfachen
Testprobleme zumindest einige praktische Untersuchungen ausgeführt wer-
den. Hier hat der Entwickler eines Rechenprogramms oder dann auch der
Anwender verschiedene Möglichkeiten, Aussagen wie Stabilität oder Konver-
genz mit dem Rechenprogramm praktisch zu überprüfen.

Ein Validierungsproblem für die Stabilität kann ein bekannt stabiles Problem
sein, von dem numerische oder experimentelle Daten in der Literatur verfüg-
bar sind. Hier kann man dann bei den eigenen numerischen Simulationen auch
Störungen der Anfangswerte oder der rechten Seite mit einbringen, um zu se-
hen, wie diese anwachsen. Bei der praktischen Untersuchung der Konvergenz
kann man die Diskretisierung verfeinern und analysieren, wie der Fehler sich
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verringert. Dies sind dann natürlich keine Beweise, sondern lediglich Indizien
für das entsprechende Verhalten des numerischen Lösungsverfahren.

5.2 Die Diskretisierung des Rechengebietes

Die Approximationen führen das kontinuierliche Problem auf ein endliches
diskretes Problem zurück, welches dann mit dem Computer gelöst werden
kann. Alle Näherungsansätze gründen sich dabei auf eine Diskretisierung des
Rechengebietes. Bei den Differenzenverfahren werden direkt Näherungswerte
an speziellen Punkten gesucht, indem die Ableitung durch einen Differenzen-
quotienten an diesen Punkten ersetzt wird.

Bei den Finite-Element-Verfahren steht zunächst die Approximation der Lö-
sungsfunktion durch eine einfachere Funktion, definiert mit Hilfe von endlich
vielen Basisfunktionen, im Vordergrund. Die Definition der Basisfunktionen
greift dann aber wieder auf eine Diskretisierung des Raumes zurück. Zum
einen hat die Diskretisierung des Rechengebietes, man spricht hier von Re-
chengittern oder kurz von Gittern, diese zentrale Stellung für alle hier be-
trachteten Näherungsverfahren, zum anderen wird die Gittererzeugung in
mehreren Raumdimensionen deutlich aufwändiger, so dass wir die Grundla-
gen in diesem Kapitel vor der Einführung der numerischen Methoden behan-
deln.

5.2.1 Beschreibung technischer Gebiete

Bei den gewöhnlichen Differenzialgleichungen, etwa bei der numerischen Be-
handlung von Randwertproblemen, liegt als Rechengebiet ein Intervall [a, b]
vor. Die Definition von Gitterpunkten, auch Stützstellen genannt, ist einfach.
Es wurde hier meist eine äquidistante Verteilung der Gitterpunkte betrach-
tet, weil damit die numerischen Verfahren und die Algorithmen die einfachste
Gestalt annehmen. Möchte man ein Problem in einem Rechteckgebiet lösen,
dann ist dies die entsprechende zweidimensionale Erweiterung dieses Kon-
zepts.

Wir gehen im Folgenden zunächst von dem einfachsten Fall aus: Das Rechen-
gebiet ist als ein Rechteck

R = [a, b] × [c, d ] (5.7)

gegeben. Es wird äquidistant in x -Richtung und in y-Richtung unterteilt.
Dabei werden die konstanten Schrittweiten ∆x und ∆y genannt und nach
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den Formeln
∆x =

b − a
I

, ∆y =
d − c

J
(5.8)

berechnet. Dabei ist I und J die Anzahl der Gitterintervalle in x - bzw. in
y-Richtung. Die Menge der Gitterpunkte ist somit durch die inneren Git-
terpunkte

(xi , yj ) mit xi = a + i∆x , i = 1, 2, . . . , I − 1 ,

yj = c + j∆y , j = 1, 2, . . . , J − 1
(5.9)

und die Gitterpunkte am Rand

(a, yj ) , (b, yj ) , (xi , c) , (xi , d) , i = 0, 1, . . . , I , j = 0, 1, . . . , J
(5.10)

gegeben. In Abbildung 5.1 ist ein solches Gitter für die Anzahl I=5 und J=3
von Gitterintervallen aufgezeichnet.

a bxi

c

d

xi−1

yj

(xi , yj )

∆x

∆y

Abb. 5.1. Diskretisierung des Rechteckgebietes

Soll zum Beispiel die Potenzialgleichung in einem Rechteckgebiet mit Hilfe
eines Differenzenverfahrens gelöst werden, so wird man ein achsenparalleles
Gitter einführen. Bei der numerischen Approximation mit Hilfe eines Diffe-
renzenverfahren wird dann die gesuchte Potenzialverteilung an den diskreten
Gitterpunkten näherungsweise berechnet. Aber schon bei Konfigurationen
mit Kanten oder gekrümmten Elektroden ist ein achsenparalleles Gitter dem
Problem nicht mehr angemessen.

Betrachten wir ein Gebiet mit einem krummlinigen Rand. Durch ein ach-
senparalleles Gitter wird dieser Rand treppenförmig approximiert. Jede ein-
springende Ecke führt zu Feldüberhöhungen, die im physikalischen Problem
nicht vorhanden sind. Daher sind in der Regel achsenparallele Gitter nicht
geeignet, um technisch relevante Geometrien numerisch zu beschreiben.

Die Abbildung 5.2 enthält für ein Gebiet mit einspringender Kante drei un-
terschiedliche Gittervarianten. Die wichtigsten Eigenschaften dieser verschie-
denen Typen in Abbildung 5.2 sind:
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(a) achsenparallel (b) randangepasst (c) unstrukturiert

Abb. 5.2. Schematische Gitter für ein Gebiet mit Kante

(a) besteht aus achsenparallelen Gitterlinien. Dieses Gitter ist hier äquidi-
stant und das einfachste Gitter. Entsprechend der achsenparallelen Ge-
raden können wir die Gitterpunkte in einfacher Art und Weise bezeichnen
und nummerieren. Betrachten wir die Gitterlinien x = xi und y = yj dann
ist der Schnittpunkt dieser Geraden der Gitterpunkt (xi , yj ). Liegt er im
Inneren des Rechengebietes, dann hat er einen rechten, linken, oberen
und unteren Nachbarn, deren Koordinaten durch (xi+1, yj ), (xi−1, yj ),
(xi , yj+1) bzw. (xi , yj−1) automatisch bekannt sind. Damit sind zum Bei-
spiel Differenzenverfahren in einfacher Weise übertragbar. Aber selbst bei
hoher Gitterauflösung muss die Kante stufenweise approximiert werden,
was zwangsläufig eine Fehlerquelle mit sich bringt. � Hohe Rechenzeiten
und dennoch große Diskretisierungsfehler.

Es gibt Ansätze, die Schnittkurven des Gitters mit dem Hindernis zu
berechnen und die Geometrie in der Approximation auf dem kartesischen
Gitter zu berücksichtigen. Wir werden diesen speziellen Ansatz hier nicht
aufgreifen und verweisen auf das Buch von Schwarz und Köckler [55].

(b) ist ein randangepasstes strukturiertes Gitter: Die Gitterlinien pas-
sen sich dem Rand des Gebietes an. Randangepasste strukturierte Gitter
besitzen ebenfalls eine logische Struktur : Das Gitter kann durch eine ein-
deutig umkehrbare Transformation auf ein kartesisches Gitter abgebildet
werden. Somit hat jeder innere Punkt einen rechten, linken, oberen und
unteren Nachbarn in dem logischen kartesischen Gitter. Selbst bei ei-
ner starken Krümmung des randangepassten Gitters kann diese Bezeich-
nung vom kartesischen Gitter auf das Urbild übertragen werden und die
Koordinaten der Gitterpunkte können einfach gefunden werden. Durch
diese Eigenschaft können Differenzenverfahren übertragen und die ent-
sprechenden Differenzialgleichungen diskretisiert werden. � Kleine Dis-
kretisierungsfehler, einfache Datenstrukturen.

Für komplizierte Geometrien ist aber die Erzeugung eines guten struktu-
rierten Gitters oft sehr schwierig und erfordert viel Erfahrung und Zeit.
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(c) ist ein unstrukturiertes Gitter. Mit diesem Gittertyp, wie hier einem
Dreiecksgitter können komplizierte Gebiete erfasst werden. Es gibt kei-
ne Transformation auf ein kartesisches Gitter. Die Datenstruktur der
unstrukturierten Gitter ist daher aufwändiger zu verwalten, Differen-
zenverfahren können nicht angewendet werden. Zur Berechnung der
Lösung der Differenzialgleichungen benötigt man dann Verfahren, wie
Finite-Element- oder Finite-Volumen-Verfahren. � Sehr variabel, kom-
plexe Geometrien, aber aufwändigere Datenstrukturen.

Wir werden uns im Folgenden noch etwas genauer mit strukturiertne randan-
gepassten Gittern beschäftigen.

5.2.2 Erzeugung von randangepassten Gittern

Die Grundidee bei der Erzeugung von strukturierten randangepassten Git-
tern liegt darin, dass das physikalische Gebiet Ω in der (x , y)-Ebene auf ein
“logisches“ Rechteck Ω′ in der (ξ, η)-Ebene abgebildet wird. In diesem Recht-
eck Ω′ wird ein äquidistantes Gitter eingeführt. Dieses äquidistante Gitter
wird dann wiederum auf das physikalische Gebiet zurück transformiert.

Abb. 5.3. Transformationen von Ω nach Ω′ und zurück

Gittererzeugung: Seien ξ(x , y) und η(x , y) die Abbildungen des physika-
lischen Gebietes Ω in der (x , y)-Ebene auf das logische Rechteck Ω′ in der
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(ξ, η)-Ebene. D.h. jedem Punkt (x , y) im Gebiet Ω wird ein Punkt (ξ, η) im
logischen Rechteck zugeordnet. Als Transformationsabbildungen wählen wir
sowohl für ξ(x , y) als auch für η(x , y) die Potenzialgleichung, weil sich die
Gitterlinien ähnlich einer Potenzialverteilung verhalten sollen:

∆ξ(x , y) = P , ∆η(x , y) = Q . (5.11)

Um auf die Gitterpunkte im physikalischen Gebiet zu kommen, benötigen
wir auch die Rücktransformationen x (ξ, η) und y(ξ, η), die jeden Punkt aus
dem logischen Gebiet auf einen Punkt im physikalischen Gebiet Ω abbilden.
Dann wird jede Gitterlinie aus dem logischen Gebiet auf eine Gitterlinie des
physikalischen Gebietes abgebildet. Die Umkehrfunktionen x (ξ, η) und y(ξ, η)
vom logischen Rechteck auf das physikalische Gebiet erfüllen die folgenden
Gleichungen:

αxξξ − 2βxξη + γxηη + J 2xξP + J 2xηQ = 0 , (5.12)
αyξξ − 2βyξη + γyηη + J 2yξP + J 2yηQ = 0 (5.13)

mit den Größen:

J = xξyη − yξxη , (5.14)
α = x 2

η + y2
η , (5.15)

β = xξxη + yξyη , (5.16)
γ = x 2

ξ + y2
ξ . (5.17)

Bemerkung: Mit den noch frei wählbaren Parametern P und Q besitzt man
Parameter, um das Gitter an bestimmten Punkten zusammen zu ziehen bzw.
Gitterlinien zu entzerren. Im einfachsten Fall setzt man sie auf Null.

5.3 Bemerkungen

Die Qualitätskriterien wie Konsistenz und Konvergenz mit den entsprechen-
den Ordnungen und die Stabilität sind wichtige Informationen, um sich für ein
numerisches Verfahren zu entscheiden. Diese Entscheidung hängt in hohem
Maße vom Problem und den Eigenschaften der Lösung ab. Wir wollen die
Bedeutung dieser Begriffe für praktische Anwendungen im Folgenden noch
einmal kurz zusammenfassen.

Je höher die Konsistenzordnung des Verfahrens ist, desto schneller werden
die Fehler kleiner, falls die Schrittweite gegen Null strebt. Bei einem Ver-
fahren zweiter Ordnung bedeutet dies: Wird die Schrittweite halbiert, dann



5.3 Bemerkungen 229

kann man erwarten, dass der Konsistenzfehler um den Faktor 1/4 kleiner
wird, allgemein um 1/(2q), wenn q die Konsistenzordnung bezeichnet. Die-
se Aussagen sind allerdings asymptotische Aussagen für den Fall, dass die
Schrittweite gegen Null strebt. Bei einer endlichen Schrittweite kann dieses
Verhalten durch die Änderung der anderen Faktoren im Fehlerterm gestört
sein.

Geben wir eine gewünschte Genauigkeit der Lösung vor, dann wird das Ver-
fahren mit einer höheren Konvergenzordnung eine geringere Anzahl von Git-
terpunkten benötigen. Es kommt jetzt auf den Rechenaufwand des Verfahrens
höherer Ordnung an, ob die Rechnung tatsächlich effizienter ist. Überall dort,
wo eine hohe Genauigkeit gefordert wird, sollte ein numerisches Verfahren ho-
her Ordnung überlegen sein.

Der augenblickliche Standard bei den numerischen Verfahren für partielle
Differenzialgleichungen heißt Verfahren 2. Ordnung. Diese Verfahren stehen
in den folgenden Kapiteln auch im Mittelpunkt. Ein Verfahren oder eine Ap-
proximation 1. Ordnung wird nur in Ausnahmefällen angewandt, ein Beispiel
ist hier die Ermittlung von stationären oder fast stationären Lösungen mit
Hilfe der zeitabhängigen Gleichungen. Hier ändert sich die Näherungslösung
sehr wenig in der Zeit, so dass die Fehler hier sehr klein sind. Wir kommen auf
dieses Beispiel später zurück. Liegen keine Kenntnisse über die Konvergenz-
ordnung des numerischen Verfahrens vor, dann kann man diese experimentell
ermitteln. Man nimmt ein Problem mit bekannter Lösung als Testproblem
und berechnet die Näherungslösungen für verschiedene Schrittweiten und ver-
gleicht dann die Fehler.

Welche Art von Stabilität man benötigt, hängt wiederum vom Problem ab.
Z.B. können bei einer Strömungssimulation sehr starke lokale Unterschie-
de in Druck und Dichte auftreten, so dass man ein sehr robustes stabiles
Verfahren benötigt. Würde man dieses Verfahren zur Simulation von akusti-
schen Wellen mit kleinen Amplituden, wie sie z.B. bei der Lärmausbreitung
vorkommen, anwenden, so ist nach kurzer Zeit die Lösung sehr schlecht auf-
gelöst. Zur effizienten Simulation der Wellenausbreitung benötigt man dann
ein anderes Verfahren. Bei praktischen Anwendungen ist es immer schwie-
rig zu entscheiden, ob eine beobachtete Instabilität einen physikalischen oder
einen numerischen Grund besitzt. Hier muss man dann die Abhängigkeit der
Instabilität von den Diskretisierungparameter oder den Einfluss von kleinen
Störungen untersuchen.

Im Bereich der numerischen Simulation ist die Gittererzeugung für praktische
Anwendungen in drei Raumdimensionen in der Industrie ein sehr bedeutender
Arbeitsbereich. Eine gute numerische Berechnung benötigt als Grundvoraus-
setzung ein gutes Gitter in dem Sinne, dass die einzelnen Gitterzellen nicht
zu verzerrt sind. Die Qualität des Gitters beeinflusst sehr stark die Fehler
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und damit die Güte der numerischen Ergebnisse. Bei technischen Anwendun-
gen wie die Umströmung und Lärmentwicklung des Fahrwerks eines Flug-
zeugs oder die Motorinnenraumströmung bei einem Kraftfahrzeug stellen sehr
große Anforderungen an die Vernetzung solcher komplexer Geometrien. Die
Erzeugung eines guten strukturierten, Rand angepassten Gitters gelingt hier
nur in einer block-strukturierten Art und Weise. Hier wird das Rechengebiet
in einzelne Blöcke aufgeteilt und in diesen jeweils getrennt voneinander ein
strukturiertes Gitter erzeugt. Die verschiedenen Blöcke werden dann für eine
Rechnung miteinander gekoppelt. Es kann gut sein, dass die Erzeugung ei-
nes guten Gitters für komplizierte Geometrien für einen Spezialisten mehrere
Wochen in Anspruch nimmt. Als Werkzeug werden kommerzielle Gittererzeu-
ger benutzt, welche aus den entsprechenden CAD-Daten für die Geometrie
ein Rechengitter erstellen. Die Hauptarbeit benötigt dann die Überarbeitung
und die Optimierung dieses Gitters, um große Diskretisierungsfehler oder
auch Stabilitätsprobleme zu vermeiden. Ein Standardwerk für den Bereich
der Gittererzeugung ist das Buch von Thompson, Sony und Weatherill [64].

Die Erzeugung von unstrukturierten Gittern, wie z.B. Tetraeder-Gitter, geht
praktisch automatisch und in wenigen Stunden selbst für komplizierte Geo-
metrien. Durch die Gitterstruktur sind die numerischen Simulationen langsa-
mer. Man hat allerdings noch die Möglichkeit, Rechenzeit einzusparen durch
ein adaptives Gitter. Hier wird die Gitterauflösung durch das Verhalten der
Lösung oder der Größe des Fehlers im Laufe der Rechnung gesteuert.
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Bei der numerischen Lösung von gewöhnlichen Differenzialgleichungen oder
bei der numerischen Differenziation haben wir die Differenzenverfahren
schon eingeführt. Die grundlegende Idee bei dieser Klasse von Methoden ist,
die in der Differenzialgleichung auftretenden Ableitungen durch Differenzen-
quotienten zu ersetzen. Diese Vorgehensweise wird motiviert durch die Defi-
nition der Ableitung. Die Ableitung einer Funktion u = u(x ) im Punkt x ist
definiert durch

du
dx

= lim
∆x→0

u(x + ∆x ) − u(x )
∆x

.

Ist ∆x klein aber ungleich Null, dann sollte der rechte Ausdruck eine Nä-
herung für die Ableitung darstellen. Diese Idee lässt sich von den gewöhnli-
chen direkt zu den partiellen Differenzialgleichungen übertragen, indem diese
durch entsprechende Differenzenquotienten ersetzt werden. Differenzenver-
fahren sind damit die einfachsten Methoden zur Lösung von partiellen Diffe-
renzialgleichungen.

Man wird erwarten, dass die Näherung der Ableitung durch einen Differenzen-
quotienten besser wird, wenn die Schrittweite ∆x verkleinert wird. Dies kann
man mit Hilfe von Taylor-Entwicklungen nachvollziehen. Mit Hilfe der Metho-
de des Taylor-Abgleichs lassen sich Differenzenformeln mit unterschiedlicher
Konsistenzordnung konstruieren. Wir werden zunächst die Differenzenquoti-
enten, welche im Kapitel 1.6, Numerische Differenziation, hergeleitet wurden,
auf partielle Ableitungen übertragen.

Wir betrachten im Folgenden u als eine Funktion zweier unabhängiger Va-
riablen x und y oder auch x und t . Wir nehmen an, dass u = u(x , y)
oder u = u(x , t) beliebig oft stetig differenzierbar ist. Dann können wir
u(x + ∆x , y) in eine Taylor-Entwicklung um den Punkt (x , y) entwickeln:

u(x + ∆x , y) = u(x , y) + ∆x ux +
∆x 2

2!
uxx +

∆x 3

3!
uxxx + . . . .

Das Argument (x , y) haben wir bei den Ableitungen auf der rechten Seite
weggelassen. Die Variable y kommt hier nur als Parameter vor. Dies ent-
spricht der Vorgehensweise bei der partiellen Ableitung bei der stets die an-
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deren Variablen festgehalten werden. Wir erhalten somit wie im Falle einer
Variablen

ux (x , y) =
u(x + ∆x , y) − u(x , y)

∆x
+ O(∆x ) .

Der Differenzenquotient

u(x + ∆x , y) − u(x , y)
∆x

ist somit eine Approximation der partiellen Ableitung ux , wobei der
Approximations- oder Konsistenzfehler der Term O(∆x ) ist. Führen wir die
Indizes i und j ein, um die Näherungslösung an dem diskreten Punkt (xi , yj )
zu bezeichnen, erhalten wir

ux (xi , yj ) =
ui+1,j − ui,j

∆x
+ O(∆x ) . (6.1)

Man nennt diesen Ausdruck den rechtsseitigen Differenzenquotienten
von u an dem Punkt (xi , yj ).

Der linksseitige Differenzenquotient von u nach x ergibt sich aus der
Taylor-Entwicklung von u(x − ∆x , y) um den Punkt (x , y),

u(x − ∆x , y) = u(x , y) − ∆x ux +
∆x 2

2!
uxx − ∆x 3

3!
uxxx + · · · − . . . , (6.2)

durch Auflösung nach ux :

ux (xi , yj ) =
ui,j − ui−1,j

∆x
+ O(∆x ) . (6.3)

Durch Kombination der beiden einseitigen Differenzenquotienten erhalten wir
den zentralen Differenzenquotienten in der Form

ux (xi , yj ) =
ui+1,j − ui−1,j

2∆x
+ O(∆x 2) . (6.4)

Dieser ist eine Approximation zweiter Ordnung für die Ableitung ux am
Punkt (xi , yj ), da der führende Fehlerterm mit ∆x 2 gegen Null strebt, wenn
die Schrittweite ∆x gegen Null geht. Verschiedene andere Differenzenapproxi-
mationen sind im Kapitel 1.6 über die numerische Differenziation hergeleitet
und lassen sich entsprechend auf partielle Ableitungen übertragen.
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Für die zweite partielle Ableitung nach x ergibt sich

uxx (xi , yj ) =
ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x 2
+ O(∆x 2) (6.5)

mit einem Approximationsfehler zweiter Ordnung.

Ganz analog ergibt sich dies auch für die y-Richtung, so haben wir hier die
einseitigen Ableitungen

uy(xi , yj ) =
ui,j+1 − ui,j

∆y
+ O(∆y) ,

uy(xi , yj ) =
ui,j − ui,j−1

∆y
+ O(∆y)

als Approximationen erster Ordnung. Der zentrale Differenzenquotient be-
züglich y ergibt sich als Approximation zweiter Ordnung zu

uy(xi , yj ) =
ui,j+1 − ui,j−1

2∆y
+ O(∆y2) .

Die zentrale Formel für die zweite Ableitung in y-Richtung lautet

uyy(xi , yj ) =
ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2
+ O(∆y2) . (6.6)

Bemerkung: Ist die zweite unabhängige Variable die Zeit t , dann spricht
man bei den einseitigen Differenzenquotienten meist von dem vorwärts-
genommenen und dem rückwärts-genommenen Differenzenquotienten.

Differenzenquotienten für die partiellen Ableitungen erster Ordnung mit hö-
herer Genauigkeit erhält man analog durch die Übertragung der Formeln
im Kapitel 1.6 über die numerische Differenziation. Bei Ableitungen höhe-
rer Ordnung in x - oder y-Richtung kann dies ebenso leicht übertragen wer-
den. Bei den gemischten Ableitungen wird dies etwas schwieriger. Hier ist es
günstiger, die in 1.6 angegebene Methode der Herleitung von Differenzenquo-
tienten auf den mehrdimensionalen Fall zu übertragen. Es wird ein zweidi-
mensionales Interpolationspolynom berechnet und dieses dann entsprechend
abgeleitet. Für weitere Informationen über partielle Differenzenquotienten sei
auf das Buch von Marsal [41] verwiesen.
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Um ein Differenzenverfahren anzuwenden, startet man mit der Diskretisie-
rung des Rechengebietes. Wir gehen im Folgenden zunächst von dem ein-
fachsten Fall aus: Das Rechengebiet ist als ein Rechteck

R = [a, b] × [c, d ] (6.7)

gegeben. Wir übernehmen hier die Bezeichnungsweise von Kapitel 5.2. Die
Schrittweiten lauten nach (5.7)

∆x =
b − a

I
, ∆y =

d − c
J

, (6.8)

I und J ist die Anzahl der Gitterintervalle in x - bzw. in y-Richtung, die
inneren Gitterpunkte sind

(xi , yj ) mit xi = a + i∆x , i = 1, 2, . . . , I − 1
yj = c + j∆y , j = 1, 2, . . . , J − 1

(6.9)

und die Gitterpunkte am Rand

(a, yj ) , (b, yj ) , (xi , c) , (xi , d) , i = 0, 1, . . . , I , j = 0, 1, . . . , J (6.10)

gegeben. In Abbildung 5.1 ist ein solches Gitter aufgezeichnet.

Nach der Definition der Gitterpunkte werden die Ableitungen in der Differen-
zialgleichung durch entsprechende Differenzenquotienten ersetzt. Man erhält
eine Rechenvorschrift für die Näherungswerte an den Gitterpunkten, eine Dif-
ferenzengleichung. Statt der Differenzialgleichung wird eine endliche Anzahl
von Differenzengleichungen gelöst. Dies wollen wir uns im Folgenden für die
einzelnen Typen von Differenzialgleichungen bzw. deren einfachste Vertreter
genauer anschauen.

6.1 Elliptische Differenzialgleichungen

Als den einfachsten Vertreter einer elliptischen Differenzialgleichung betrach-
ten wir die Poisson-Gleichung

uxx + uyy = f , (6.11)

welche im Kapitel 4.2 vorgestellt wird.

(1.) Der erste Schritt bei der Definition eines Differenzenverfahrens ist die
Diskretisierung des Rechengebietes. Eine äquidistante Diskretisierung
eines rechteckigen Rechengebietes wird im vorigen Abschnitt beschrieben und
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ist in Abbildung 5.1 skizziert. Diese Diskretisierung und die Bezeichnungen
in (5.7) bis (5.10) werden im Folgenden übernommen.

(2.) Der zweite Schritt bei der Definition des Differenzenverfahrens ist
die Wahl der Differenzenquotienten. Als die einfachste Approximation
erscheinen die zentralen Differenzenquotienten für die zweiten Ableitungen,
wie sie in (6.5) und (6.6) abgeleitet sind. Ersetzen wir die Ableitungen in der
Poisson-Gleichung durch diese Differenzenquotienten, erhalten wir an jedem
inneren Gitterpunkt (xi , yj ) die Differenzengleichung

ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

∆x 2
+

ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

∆y2
= fi,j (6.12)

mit fi,j = f (xi , yj ).

In diese Differenzengleichung gehen neben dem Gitterpunkt (xi , yj ) die vier
benachbarten Gitterpunkte

(xi−1, yj ) , (xi+1, yj ) , (xi , yj−1) , (xi , yj+1)

ein. Grafisch dargestellt ist diese Abhängigkeit in Abbildung 6.1.

(i , j + 1)

(i + 1, j )(i − 1, j )

(i , j − 1)

(i , j )

Abb. 6.1. 5-Punkte-Differenzenstern

Ein solches Diagramm, in dem die in der Differenzengleichung benutzten
umliegenden Gitterpunkte darstellt, bezeichnet man als Differenzenstern
oder auch als das Differenzenmolekül des Verfahrens. Mit dem zentralen
Differenzenquotienten zweiter Ordnung ergibt sich der sogenannte 5-Punkte-
Stern zur Approximation des Laplace-Operators.

Diese Differenzengleichung können wir an jedem inneren Gitterpunkt (5.9)
aufstellen. Wir haben somit (I − 1)(J − 1) solcher Differenzengleichungen.

(3.) Damit ist man am dritten Schritt des Differenzenverfahrens angekom-
men, in dem die Differenzengleichungen geeignet sortiert werden. Wir stellen
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etwas um und erhalten die Differenzengleichungen an jedem inneren Gitter-
punkt (xi , yj ) mit i = 1, 2, . . . , I − 1 und j = 1, 2, . . . , J − 1 in der Form

1
∆x 2

ui−1,j − 2
(

1
∆x 2

+
1

∆y2

)
ui,j +

1
∆x 2

ui+1,j+

+
1

∆y2
ui,j−1 +

1
∆y2

ui,j+1 = fi,j .

(6.13)

Dies ist die diskrete Laplace-Gleichung. Eine gewisse Sonderrolle spielen
die Gitterpunkte in direkter Nachbarschaft mit Randpunkten. Nach dem Ka-
pitel 4.1 ist die Lösung der Poisson-Gleichung nur dann eindeutig bestimmt,
wenn Randwerte vorgeschrieben werden. Wir nehmen an, dass das physika-
lische Problem Dirichlet-Randwerte besitzt:

u(a, y) = ua(y)
u(b, y) = ub(y) für y ∈ [c, d ] ,

u(x , c) = uc(x )
u(x , d) = ud(x ) für x ∈ [a, b] .

(6.14)

Wir schauen uns den linken Rand genauer an. Die Gitterpunkte auf dem
linken Rand haben die Koordinaten i = 0 und j = 1, 2, . . . , J − 1. Die Werte
u0,j sind somit durch die Randbedingungen

u0,j = ua(yj ) für j = 1, 2, . . . , J − 1

bestimmt. Diese Bedingungen können wir in (6.13) einsetzen und erhalten
für i = 1 die Differenzengleichungen

−
(

2
∆x 2

+
2

∆y2

)
u1,j +

1
∆x 2

u2,j +
1

∆y2
u1,j+1 +

1
∆y2

u1,j−1

= f1,j − 1
∆x 2

u0,j für j = 2, 3, . . . , J − 2 .

(6.15)

An der linken unteren Ecke (x1, y1) ergibt sich

−
(

2
∆x 2

+
2

∆y2

)
u1,1 +

1
∆x 2

u2,1 +
1

∆y2
u1,2 = f1,1 − 1

∆x 2
u0,1 − 1

∆y2
u1,0 ,

da hier die zwei Randwerte u1,0 und u0,1 eingesetzt werden können. An der
linken oberen Ecke (x1, yJ−1) ergibt sich eine entsprechende Gleichung. Ana-
log ergeben sich reduzierte Gleichungen für den rechten, unteren und oberen
Rand.
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Durch das Einsetzen der Randbedingungen erhält man für die unbekannten
Näherungswerte an den (I − 1)(J − 1) inneren Gitterpunkten ein lineares
Gleichungssystem (LGS) mit (I − 1)(J − 1) Gleichungen in der üblichen
Form. Führt man einen Vektor uh mit den unbekannten Werten an den ver-
schiedenen Gitterpunkten als Komponenten ein:

uh = (u1,1, u1,2, . . . , u1,J−1, u2,1, u2,2, . . . , uI−1,J−1)
T

,

dann kann man das System der Differenzengleichungen als lineares Glei-
chungssystem in der Form

Auh = fh (6.16)

mit einer (I − 1)(J − 1) × (I − 1)(J − 1)-Matrix A schreiben. Die Matrix A
besitzt eine sogenannte Bandstruktur:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

α β 0 . . . 0 γ 0 . . . 0

β
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . γ

0
. . . . . . . . . 0

γ
. . . . . . . . .

...

0
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . β

0 . . . 0 γ 0 . . . 0 β α

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Die Elemente der Matrix, welche von Null verschieden sind, stehen auf der
Hauptdiagonale, den beiden Nebendiagonalen und zwei um I−1 Koeffizienten
nach rechts und links entfernten Diagonalen. Diese Struktur wird durch den
5-Punkte-Stern für den Laplace-Operator und die Anordnung der gesuchten
Näherungswerte ui,j in dem Vektor uh erzeugt.

Viele Elemente der Matrix A sind Null, in jeder Zeile sind höchstens 5 Koef-
fizienten von Null verschieden. Man nennt ein LGS mit einer solchen Matrix
schwach besetzt. Bei einem feinen Gitter wird die Matrix A sehr groß.
Für ein 10×10-Gitter hat man 100 Unbekannte, was schon zu einer 100×100-
Matrix führt, für die man 10000 Speichereinheiten braucht. Direkte Lösungs-
methoden für Gleichungssysteme wie das Gauß-Eliminationsverfahren sind
hier nicht effizient oder sogar nicht durchführbar. Die Nachteile des Gauß-
Algorithmus bei dieser Anwendung sind:

– Hohe Rechenzeiten, da der Rechenaufwand der Elimination 1
3n3 +n2 − 1

3n
ist, wobei n die Dimension der Matrix bezeichnet, in unserem Fall somit
n = (I − 1)(J − 1).
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– Der Algorithmus verändert die Struktur der Matrix, da in jedem Elimina-
tionsschritt die Koeffizienten neu berechnet werden.

– Rundungsfehler können dominant werden, da in jedem Eliminationsschritt
die Koeffizienten der verbleibenden Matrix neu berechnet werden.

– Hoher Speicherbedarf; obwohl im ursprünglichen LGS viele der Koeffizi-
enten zunächst Null sind, werden sie im Verlauf der Verfahrens geändert
und durch Zahlen ungleich Null ersetzt. Deshalb muss die gesamte Matrix
abgespeichert werden.

Ein weiterer Grund, dass ein direktes Verfahren für diese Systeme ungünstig
ist, liefert die folgende Tatsache. Von den Rundungsfehlern abgesehen liefert
das Gauß-Eliminationsverfahren die exakte Lösung. Das schwach besetzte
Gleichungssystem tritt im Rahmen des Näherungsverfahrens auf. Das Nähe-
rungsverfahren liefert Ergebnisse für die Lösung der Poisson-Gleichung, wel-
che nur bis auf den Approximationsfehler des Verfahrens genau sein können.
Insofern brauchen wir eigentlich keine exakte Lösung des Gleichungssystems,
sondern es genügt eine Näherungslösung, deren Fehler etwas kleiner als der
schon gemachte Fehler ist. Der Rechenaufwand sollte deutlich geringer sein
und die Matrix A mit den vielen Nullen sollte nicht explizit abgespeichert
werden müssen. Diese Anforderungen erfüllen iterative Methoden, die wir
im Folgenden betrachten möchten. Dies ist nach der Aufstellung und der
Sortierung der Differenzengleichungen der nächste Schritt.

(4.) Im Schritt 4 wird eine iterative Methode durch eine Iterationsvorschrift
definiert. Auf der linken Seite steht die Iterierte im neuen Iterationsschritt,
auf der rechten Seite eine Berechnungsvorschrift, in die nur die alten Iterierten
eingehen. Iterationsverfahren traten in den vorigen Kapiteln im Bereich der
Lösung von Anfangswertproblemen mit der Hilfe von impliziten Verfahren
oder auch bei dem Schießverfahren für Randwertprobleme schon auf.

Das System von Differenzengleichungen formuliert man im Folgenden so um,
dass es die Form

u = G(u)

bekommt, eine sogenannte Fixpunkt-Gleichung. Die Iterationsvorschrift lau-
tet dann

u(p+1) = G(u(p))

mit dem Iterationsindex p. Die Differenzengleichung (6.13) wird in diese Form
gebracht, indem so umsortiert wird, dass nur der Term mit ui,j auf der linken
Seite der Gleichung verbleibt:
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−2
(

1
∆x 2

+
1

∆y2

)
ui,j = fi,j − 1

∆x 2
ui−1,j − 1

∆x 2
ui+1,j

− 1
∆y2

ui,j−1 − 1
∆y2

ui,j+1 .

(6.17)

Eine Iterationsvorschrift erhält man daraus, indem auf der linken Seite der
Iterationsindex p+1 und auf der rechten Seite der Iterationsindex p geschrie-
ben wird. Mit der Abkürzung

d = −2
(

1
∆x 2

+
1

∆y2

)
ergibt sich dann die Iterationsvorschrift

u(p+1)
i,j =

1
d

(
fi,j − 1

∆x 2
u(p)
i−1,j −

1
∆x 2

u(p)
i+1,j −

1
∆y2

u(p)
i,j−1 −

1
∆y2

u(p)
i,j+1

)
für i = 1, 2, . . . , I − 1 und j = 1, 2, . . . , J − 1

(6.18)

Jacobi-Verfahren

Für die inneren Gitterpunkte, welche am Rand liegen, müssen hier die ent-
sprechenden Randwerte eingesetzt werden. Dieses Iterationsverfahren wird
Jacobi-Verfahren genannt. Die Iteration wird mit einer Anfangsschätzung
der Lösung u(0)

h begonnen und dann so lange über p iteriert, bis die gewünsch-
te Genauigkeit erreicht ist. Bevor wir dies noch ausführlicher diskutieren,
betrachten wir noch andere Möglichkeiten der Definition eines Iterationsver-
fahrens.

Bei dem Jacobi-Verfahren beginnt man nach der Vorschrift (6.18) bei der
(p + 1)-ten Iteration mit der 1.Gleichung, um u(p+1)

1,1 durch die Werte der
p-ten Iteration zu berechnen. Anschließend wählt man die 2. Gleichung und
berechnet u(p+1)

2,1 aus den“alten“ Daten der p-ten Iteration. Dabei könnte man
ausnutzen, dass für den Wert u1,1 schon die (p + 1)-Iterierte vorliegt. Man
sollte ein verbessertes Verfahren erhalten, wenn diese Information schon in
die Iterationsvorschrift eingeht und die aktualisierten Werte berücksichtigt.
Dieses Verfahren nennt man das Gauß-Seidel-Verfahren. Die Iterations-
vorschrift lautet dann
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u(p+1)
i,j =

1
d

(
fi,j − 1

∆x 2
u(p+1)
i−1,j − 1

∆x 2
u(p)
i+1,j −

1
∆y2

u(p+1)
i,j−1 − 1

∆y2
u(p)
i,j+1

)
für i = 1, 2, . . . , I − 1 und j = 1, 2, . . . , J − 1 .

(6.19)

Gau“s-Seidel-Verfahren

Es zeigt sich in praktischen Anwendungen, dass das Gauß-Seidel-Verfahren
zum Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit deutlich weniger Iterationen
und damit weniger Rechenaufwand benötigt.

Eine Verbesserung des Gauß-Seidel-Verfahrens kann zusätzlich durch eine Ge-
wichtung des neu berechneten Wertes erreicht werden. Bei diesem sogenann-
ten SOR-Verfahren (Successive Over Relaxation) wird eine Linearkombi-
nation des aktualisierten Wertes aus dem Gauß-Seidel-Verfahren, welchen wir
hier mit u(p+1)

GS ,i,j bezeichnen und des alten Wertes u(p)
i,j gewählt:

u(p+1)
i,j = w · u(p+1)

GS ,i,j + (1 − w) · u(p)
i,j . (6.20)

SOR-Verfahren

Für den Relaxationsparameter w muss 0 < w < 2 erfüllt sein. Üblicherweise
liegt der Relaxationsparameter w im Bereich 1 ≤ w ≤ 2, deshalb auch der
Name Überrelaxation. Für die optimale Wahl des Parameters gibt es entspre-
chende Abschätzungen.

Die schnelle Lösung der Gleichungssysteme ist natürlich sehr wichtig für das
numerische Verfahren zur Lösung der elliptischen Gleichung. Die iterative
Lösung von großen schwach besetzten Gleichungssystemen ist ein wichtiges
Teilgebiet der numerischen Mathematik. Eine Übersicht über aktuelle Verfah-
ren ist im Anhang ausgeführt. Es werden dort im allgemeineren Rahmen diese
hier vorgestellten Verfahren diskutiert und Worksheets angegeben. Weitere
numerische Verfahren, wie das Verfahren der konjugierten Gradienten oder
Mehrgitterverfahren, sind in der Übersicht im Anhang mit aufgeführt, sowie
weitere Spezialliteratur.

Bei dem Gaußschen Eliminationsverfahren berechnet man die Lösung des
LGS bis auf Rundungsfehler exakt. Bei einem Iterationsverfahren berech-
net man in jedem Iterationsschritt nur eine neue hoffentlich bessere Lösung.
Bei Iterationsverfahren kann bei Erreichen der erforderlichen Genauigkeit der
Lösung die Iteration abgebrochen werden. Man braucht dazu ein geeignetes
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Abbruchkriterium, in das Information über den Fehler der Näherungslö-
sung nach jeder Iteration eingeht. Einen Vergleich mit der exakten Lösung
wäre das Beste. Da diese aber nicht bekannt ist, kann man als ein Kriterium
nehmen, wie gut die gefundene Näherungslösung u(p+1) das Gleichungssys-
tem schon erfüllt. Dazu bestimmt man das sogenannte Residuum:

R(p)
h := Au(p+1)

h − b

oder in Komponenten geschrieben

R(p+1)
i =

n∑
j=1

aiju
(p+1)
i,j − bi (i = 1, 2, . . . ,n) .

Als Maß für die Güte der Lösung kann man z. B. das Maximum des Fehler-
betrags über alle Komponenten

R(p+1)
max = max

i=1,...,n
|R(p+1)

i |

nehmen. Als Abbruchkriterium fordert man in der Regel, dass

1. das Residuum kleiner einer gewissen Vorgabe ist: R(p+1)
max < δ1, und dass

2. die Differenz der Werte zweier aufeinander folgender Iterationen kleiner
einer vorgegebenen Schranke sind:

max
i=1,...,I−1,j=1,...,J−1

|u(p+1)
i,j − u(p)

i,j | < δ2 .

Wie schon diskutiert gibt das erste Kriterium die Aussage, wie gut die Nähe-
rungslösung das Gleichungssystem erfüllt. Das zweite Kriterium überprüft,
ob noch eine weitere Verbesserung der Näherungslösung geliefert wird.

(5.) Schritt 5 besteht dann in der Aufarbeitung der numerischen Daten für
das Ausgangsproblem, meist eine Visualisierung der diskreten Näherungswer-
te.

Zusammenfassung: Differenzenverfahren
1. Diskretisierung des Rechengebietes.
2. Ersetzen der partiellen Ableitungen durch finite Differenzen.
3. Aufstellen des zugehörigen LGS.
4. Lösen des LGS mit einer geeigneten Methode.
5. Visualisierung der diskreten Lösungswerte.
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Beispiel 6.1 (Mit Maple-Worksheet). Wir wenden den 5-Punkte-Stern
zur Lösung der Laplace-Gleichung nun auf das Beispiel 4.2 an, welches das
physikalische Problem einer Membran, bei der eine der Rechteckseiten ver-
bogen ist, behandelt. Für dieses Beispiel wurde die exakte Lösung über einen
Separationsansatz berechnet. In dem Maple-WorksheetMembran wird eine
numerische Lösung berechnet. Zugrunde gelegt ist ein 20 × 20 Punktegitter.
Die Näherungslösung stimmt sehr gut mit der exakten Lösung überein. In
Abbildung 6.2 ist der zugehörige Fehler geplottet. �
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0.008
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Abb. 6.2. Fehler der Näherungslösung in Beispiel 6.1

Beispiel 6.2 (3-Elektroden-System, mit Maple-Worksheet). Im Fol-
genden diskutieren wir ein zweidimensionales elektrostatisches Problem am
Beispiel des in Abbildung 6.3 angegebenen 3-Elektroden-Systems mit Spalt-
blende. Das elektrische Potenzial wird durch die Poisson-Gleichung

φxx (x , y) + φyy(x , y) = −1
ε
ρ(x , y) (6.21)

bzw. für den hier betrachteten ladungsfreien Raum (ρ = 0) durch die Laplace-
Gleichung

φxx (x , y) + φyy(x , y) = 0 (6.22)

beschrieben. Die fünf Schritte des Differenzenverfahrens sehen dann wie folgt
aus:

Schritt 1: Diskrete Beschreibung des Gebiets. Als Ränder des Gebiets
werden im obigen Problem nicht nur die äußeren Ränder Φ(x = 0, y) = ΦK
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Abb. 6.3. 3-Elektroden-System mit Spaltblende

und Φ(x = d , y) = ΦA berücksichtigt, sondern noch zusätzlich innere Ränder
Φ(x = 5, 0 ≤ y ≤ 6) = ΦZ = 0V und Φ(x = 5, 14 ≤ y ≤ 20) = ΦZ =
0V . Damit muss das Gitter so gewählt werden, dass die Spaltblenden durch
Gitterlinien dargestellt werden. Die Linien bzw. die Punkte in Abbildung 6.4
dienen als ein solches diskretes Gitter.

Wir definieren ein achsenparalleles äquidistantes Gitter mit 40 Intervalle in
x - und y-Richtung. Damit erhält man 41 Gitterpunkte in x - und y-Richtung.

Abb. 6.4. Gitter für das 3-Elektroden-System

Die äquidistanten Schrittweiten haben die Werte

∆x =
200mm

40
= 5mm, ∆y =

200mm
40

= 5mm ,
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so dass die Koordinaten der Gitterpunkte

xi,j = i∆x , yi,j = j∆y (6.23)

sind. Insbesondere ist durch diese Wahl der Gitterpunkte die Spaltblende als
Gitterlinie enthalten. In dem ersten Beispiel haben wir die Koordinaten der
Gitterpunkte als Vektoren eingeführt und die Gitterpunkte als Pi,j = (xi , yj )
definiert. Wie wir in (6.23) sehen, hängen die Koordinaten xi,j und yi,j auch
hier nicht von j bzw. i ab, da die Gitterlinien jeweils parallel zu den Koordi-
natenachsen sind. Die Angabe der Gitterpunkte als Matrix erleichtert wegen
der Anwesenheit eines inneren Randes durch die Spaltblende das Aufstellen
des Gleichungssystems. Für allgemeine rand-angepasste Gitter benötigt man
dann ebenso eine Matrix jeweils mit den x - und y-Koordinaten. Wir werden
darauf in Kapitel 6.4 noch zurückkommen.

Schritt 2: Ersetzen der partiellen Ableitungen durch Differenzen-
quotienten. Nachdem das Gebiet durch ein diskretes Gitter erfasst ist, wird
die Laplace-Gleichung auf diesen Gitterpunkten für das Potenzial

Φxx (x , y) + Φyy(x , y) = 0

näherungsweise gelöst.

Bezeichnet Φi,j wieder den Näherungswert für das Potenzial im Punk-
te (xi,j , yi,j ), so können wir die diskrete Laplace-Gleichung an der Stelle
(xi,j , yi,j ) schreiben als

Φi−1,j − 2Φi,j + Φi+1,j

(∆x )2
+

Φi,j−1 − 2Φi,j + Φi,j+1

(∆y)2
= 0

⇒ 1
(∆x )2

Φi−1,j − 2(
1

(∆x )2
+

1
(∆y)2

)Φi,j +
1

(∆x )2
Φi+1,j

+
1

(∆y)2
Φi,j−1 +

1
(∆y)2

Φi,j+1 = 0 .

(diskrete Laplace-Gleichung)

Diese Gleichung gilt für alle inneren Gitterpunkte bis auf die Punkte, wel-
che die Elektroden repräsentieren. Die Randbedingungen am diesem inneren
Rand als auch am äußeren Rand müssen noch entsprechend getrennt behan-
delt werden. Dabei sind zwei Typen von Randbedingungen zu unterscheiden:

Dirichlet-Randbedingung: Gilt für die Punkte auf Elektroden; das Poten-
zial ist durch eine äußere Spannung vorgegeben. Im Falle des 3-Elektroden-
Systems sind dies die Punkte, die entweder auf Anodenspannung ΦA = 10V ,
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auf Kathodenspannung ΦK = 2V oder auf Zwischenspannung ΦZ = 0V
liegen.

Neumann-Randbedingung: Gilt für die Randlinien, bei denen die Ablei-
tung des Potenzials vorgegeben ist bzw. wie in unserem Falle verschwindet.
Beim 3-Elektroden-Systems nehmen wir an, dass am oberen und unteren
Rand das elektrische Feld keine Komponente in y-Richtung besitzt, d.h. die
Potenziallinien parallel zur y-Achse verlaufen:

∂Φ

∂y
= 0.

Diskretisiert über die einseitige Differenzenformel (6.1) bedeutet dies für den
unteren Rand (j = 0)

Φy(x , y = 0) ∼ Φi,1 − Φi,0

∆y
= 0

mit i = 0, . . ., I und über die einseitige Differenzenformel (6.3) für den oberen
Rand (j = J )

Φy(x , y = 20) ∼ Φi,J − Φi,J−1

∆y
= 0

mit i = 0, . . ., I . Insgesamt erhalten wir 41 × 41 Gleichungen für 41 × 41
Gitterpunkte, also ein lineares Gleichungssystem für die Potenzialwerte Φi,j

an den Gitterpunkten (xi,j , yi,j ).

Schritt 3: Aufstellen des LGS. Um die Struktur des LGS besser zu ver-
anschaulichen, wählen wir ein 6 × 5-Gitter und zählen die Gitterpunkte von
links unten beginnend durch (siehe Abbildung 6.5).

Abb. 6.5. Vereinfachtes Gitter
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Dirichlet-Punkte 1, 7, 13, 19, 25 Potenzial ΦK = 2V
6, 12, 18, 24, 30 Potenzial ΦA = 10V
3, 9; 21, 27 Potenzial ΦZ = 0V

Neumann-Punkte 2, 4, 5; 26, 28, 29
Feld-Punkte Rest

An den 6 × 5 = 30 Gitterpunkten stellen wir das LGS für das Potenzial Φi,j

in Matrixform auf. Der Einfachheit halber setzen wir ∆x = ∆y = 1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1 1 φK

2 -1 1 0
3 1 φZ

4 -1 1 0
5 -1 1 0
6 1 φA

7 1 φK

8 1 1 -4 1 1 0
9 1 φZ

10 1 1 -4 1 1 0
11 1 1 -4 1 1 0
12 1 φA

13 1 φK

14 1 1 -4 1 1 0
15 1 1 -4 1 1 0
16 1 1 -4 1 1 0
17 1 1 -4 1 1 0
18 1 φA

19 1 φK

20 1 1 -4 1 1 0
21 1 φZ

22 1 1 -4 1 1 0
23 1 1 -4 1 1 0
24 1 φA

25 1 φK

26 -1 1 0
27 1 φZ

28 -1 1 0
29 -1 1 0
30 1 φA

Schritt 4: Lösung des LGS. Das LGS AΦ = r mit der Koeffizienten-
matrix A und der rechten Seite r, wie oben angegeben, wird im Maple-
Worksheet mit dem SOR-Verfahren ausgeführt.

Schritt 5: Darstellung der Ergebnisse. Durch Lösen des LGS mit geeig-
neten iterativen Verfahren erhält man die gesuchte Lösung näherungsweise
an den Gitterpunkten. Die Lösung wird repräsentiert durch Werte Φi,j an
den Gitterpunkten (xi,j , yi,j ). Zur Interpretation dieser Daten führt man so-
genannte Äquipotenziallinien ein. Dies sind Linien, auf denen der Wert des
Potenzials gleich ist. Das Problem ist aber dann, wie man aus den berech-
neten Daten diese Äquipotenziallinien bestimmt. Zur Klärung dieser Frage
betrachten wir Abbildung 6.6.
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Abb. 6.6. Lineare Interpolation

Gegeben sind die Potenzialwerte an den Gitterpunkten. Gesucht ist z.B. die
9.5-Volt-Linie. Um diese Linie zu finden, wählt man sich einen Eckpunkt
im Gitter (hier links oben mit 10 V) und betrachtet die beiden angrenzenden
Zellecken (10 V nach unten; 9 V nach rechts). Damit ist klar, dass die 9.5-Volt-
Linie durch die obere Gitterlinie geht. Lineare Interpolation besagt, dass sie in
der Mitte liegt. Die 9.5-Volt-Linie startet also an der oberen Zellbegrenzung
in der Mitte.

Anschließend werden alle weiteren Begrenzungslinien dieser Zelle untersucht
und entschieden, ob die 9.5-Volt-Linie durch eine dieser Linien geht. In un-
serem Fall ist dies die untere Zellbegrenzung. Lineare Interpolation legt auf
dieser unteren Linie die Position des Werts 9.5 V fest. Auf die gleiche Weise
wird nun die zweite Zelle durchsucht und die Schnittpunkte der 9.5-Volt-Linie
mit den Zellbegrenzungen bestimmt. Somit kommt die 9.5-Volt-Linie von der
obersten Zelle durch die zweite Zelle bis hin zur untersten Zelle. Dort wird
festgestellt, dass die Linie in die rechte Zelle geht usw.

In den beiden folgenden Diagrammen sind die Äquipotenziallinien für die
Randbedingungen (ΦA = 10V , ΦK = 2V und ΦZ = 0V ) bzw. (ΦA =
10V , ΦK = 4V und ΦZ = 0V ) dargestellt. Die Ergebnisse stammen aus
dem Maple-Worksheet

Auf Grund der vorgegebenen Randbedingungen erwarten wir symmetrische
Ergebnisse zur Linie y = 100mm, was sich im Ergebnis auch zeigt. Man
erkennt im Vergleich der beiden Darstellungen sehr schön, dass eine kleine
Änderung der Randbedingungen (der einzige Unterschied liegt in ΦK ) den
qualitativen Verlauf der Lösung grundlegend ändert. Im zweiten Fall erhält



248 6 Differenzenverfahren

0 50 100 150 200
x

0

50

100

150

200

y

(a) Äquipotenziallinien für ΦK = 4V .
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(b) Äquipotenziallinien für ΦK =
2V .

man einen sogenannten Durchbruch der Potenziallinien, der im ersten nicht
möglich ist. �

6.2 Parabolische Differenzialgleichungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Anfangs-Randwertproblem für die
einfachste parabolische Differenzialgleichung, die Wärmeleitungsgleichung

ut = κ uxx (6.24)

mit der konstanten Temperaturleitzahl κ > 0. Die Variable u bezeichnet
die Temperatur. Dabei starten wir mit einer Raumdimension und werden
danach die Verfahren auf den mehrdimensionalen Fall erweitern. Die Diskre-
tisierungsparameter sind die konstante Schrittweite ∆t in der Zeit und die
konstante Schrittweite ∆x im Raum. Die Gitterpunkte sind durch

tn = n∆t , xi = a + i∆x , n = 0, 1, 2, . . . , i = 0, 1, . . . , I

definiert. Die Abbildung 6.7 zeigt einen Ausschnitt des Gitters in der (x , t)-
Ebene.

Die Näherungswerte bezeichnen wir, wie schon vorher, mit indizierten Grö-
ßen. Dabei hat sich der Übersichtlichkeit halber in der Literatur durchgesetzt,
dass man die Raumindizes als untere Indizes schreibt, wie wir dies auch schon
bei den elliptischen Gleichungen durchgeführt haben. Der Zeitindex schreibt
man nun als einen oberen Index. Dies bedeutet, dass der Wert un

i eine Nä-
herung der Lösung u an dem Punkt (xi , tn) darstellt.
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tn+1

tn

t

xbxi+1

Abb. 6.7. Diskretisierung des Rechengebietes

Ein sehr einfaches Verfahren erhalten wir, wenn die Zeitableitung durch den
vorwärts-genommenen Differenzenquotienten und die zweite Ableitung in x
durch einen zentralen Differenzenquotienten approximiert wird:

un+1
i − un

i

∆t
= κ

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x 2
. (6.25)

Die einzige unbekannte Größe ist un+1
i . Gleichung (6.25) nach dieser Größe

aufgelöst ergibt

un+1
i = un

i + d
(
un
i+1 − 2un

i + un
i−1

)
mit d := κ

∆t
∆x 2

. (6.26)

Die Differenzialgleichung ist somit ersetzt durch eine einfache algebraische
Gleichung. Es gehen neben dem Näherungswert am Punkt (xi , tn+1) noch die
Werte an den drei Punkten (xi−1, tn), (xi , tn), (xi+1, tn) in die Differenzen-
gleichung ein. Grafisch lässt sich dies in dem Differenzenmolekül oder dem
Differenzenstern

tn

tn+1

i − 1 i i + 1

darstellen. Der einzige Wert auf dem Zeitniveau n+1, der dabei in die Berech-
nung eingeht, ist un+1

i . Gehen wir davon aus, dass alle Werte zum Zeitpunkt
tn bekannt sind, dann können wir in jedem inneren Gitterpunkt zum neu-
en Zeitniveau einen Näherungswert berechnen. Am Rand muss man entspre-
chend die Randwerte in die Formeln einsetzen. Man nennt dies ein explizites
Verfahren. Sukzessive kann man mit Start bei t = ∆t und der Vorgabe der
Anfangswerte eine Zeitschicht nach der anderen abarbeiten.
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Wenn statt der Vorwärtsdifferenz der rückwärts-genommene Differen-
zenquotient für die Zeitableitung benutzt wird und die zentrale Approxi-
mation im Raum beibehalten wird, erhält man ein Schema in der Form

un+1
i − un

i

∆t
= κ

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

∆x 2
. (6.27)

In dieser Gleichung gibt es die drei Unbekannten

un+1
i−1 , un+1

i , un+1
i+1 .

Das Differenzenmolekül sieht demnach folgendermaßen aus:

tn

tn+1

i − 1 i i + 1

Da es mehr als eine Unbekannte in dieser Differenzengleichung gibt, lassen
sich die Unbekannten nicht mehr explizit berechnen. Man nennt ein solches
Verfahren ein implizites Verfahren, mit dem rückwärts-genommenen Diffe-
renzenquotienten erster Ordnung auch voll-implizites Verfahren. Es ergibt
sich hier eine Kopplung mit den Gleichungen an den benachbarten Gitter-
punkten. Wir gehen wieder davon aus, dass alle Werte zum Zeitpunkt tn
bekannt sind und schreiben die Gleichung (6.27) in der Form

−d un+1
i−1 + (1 + 2d)un+1

i − d un+1
i+1 = un

i .

Da sich für jeden inneren Gitterpunkt eine solche Gleichung ergibt, erhält
man ein lineares Gleichungssystem:

aiun+1
i−1 + biun+1

i + ciun+1
i+1 = un

i (6.28)
mit ai = ci = −d , bi = 1 + 2d . (6.29)

Werden die vorgegebenen Randwerte noch eingesetzt, lässt sich das Glei-
chungssystem in Matrixform umschreiben. Da die Matrix tridiagonal ist, kann
das LGS mit dem Thomas-Algorithmus gelöst werden, welcher bei der nu-
merischen Lösung von Randwert-Problemen für gewöhnliche Differenzialglei-
chungen im Kapitel 3 eingeführt wurde. Ähnlich zu dem expliziten Verfahren
wird das Verfahren sukzessive von Zeitschritt zu Zeitschritt ausgeführt, star-
tend bei den Anfangswerten, wobei in jedem Zeitschritt das tridiagonale LGS
gelöst werden muss.
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Man wird natürlich den Aufwand zur Lösung eines linearen Gleichungssys-
tem vermeiden, wenn das einfache explizite Verfahren schon die gewünsch-
ten Lösungen mit viel weniger Rechenaufwand liefert. Die Genauigkeit beider
Verfahren ist dieselbe. Der vorwärts- oder rückwärts-genommene Differenzen-
quotient für die Zeitableitung hat die Konsistenzordnung 1, in beiden Fällen
wird der zentrale Differenzenquotienten im Raum benutzt. Neben der Konsis-
tenz oder Genauigkeit ist die Stabilität ein Kriterium, bei dem Unterschiede
zwischen den Verfahren auftreten könnten. Bevor wir dies untersuchen, wen-
den wir das explizite Verfahren auf ein Beispiel an.

Beispiel 6.3 (Instationäre Wärmeleitung, mit Maple-Worksheet).
Das explizite Verfahren wird zur Berechnung der Wärmeverteilung eines Me-
tallstabes eingesetzt. Das physikalische Problem besteht aus einem einge-
spannten Metallstab mit der Temperaturleitzahl κ = 1.14, der auf den Stirn-
seiten auf konstanter Temperatur

u(x = 0, t) = 2 , u(x = L, t) = 0.5

gehalten wird. Die Anfangstemperaturverteilung lautet

u(x , t = 0) = −1.5x + 2 + sin(πx ) .

Die exakte Lösung wurde als Beispiel 4.5 mit Hilfe eines Separationsansatzes
gelöst. Abbildung 6.8 zeigt die Zeitentwicklung der numerischen Temperatur-
verteilung im Zeitintervall [0, 0.1]. An der festen Stelle x = L/2 zeigt Abbil-
dung 6.9 einen Vergleich mit der exakten Lösung. Die Berechnung erfolgt

Abb. 6.8. Numerische Lösung von Beispiel 6.3: Temperaturverteilung als Funktion
von x , t und t
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Abb. 6.9. Vergleich der numerischen und der exakten Lösung am Punkt x = L/2
als Funktion von t

im Maple-Worksheet. Vergrößert man die Zeitschrittweite, indem man z.B.
den Endzeitpunkt auf 0.5 erhöht und die Anzahl der Zeitschritte belässt, wird
die Lösung instabil. Dies deutet darauf hin, dass eine Schrittweitenbedingung
aus der Stabilitätsbedingung folgt, wie wir dies auch schon bei numerischen
Verfahren für Anfangswertprobleme gewöhnlicher Differenzialgleichungen ge-
sehen haben. �

Stabilität des expliziten Verfahrens

Wir werden uns zunächst das explizite Verfahren etwas genauer anschauen.
Für eine Stabilitätsanalyse gibt es verschiedene Ansätze. Bei der Methode
der Störungsrechnung wird explizit eine Störung zu einer beliebigen Zeit
tn eingeführt. Betrachten wir zunächst das explizite Verfahren.

An der i -ten Stelle führen wir eine Störung ε ein und erhalten

un+1
i − (un

i + ε)
∆t

= κ
un
i+1 − 2(un

i + ε) + un
i−1

∆x 2
.

Wir nehmen an, dass zur Zeit tn alle Werte der Näherungslösung konstant
und der Einfachheit halber identisch Null sind. Nach un+1

i aufgelöst ergibt
sich damit

un+1
i = −κ

2ε∆t
∆x 2

+ ε = ε

(
1 − 2κ

∆t
∆x 2

)
.

Bei der exakten Lösung würden wir erwarten, dass bei dieser sehr lokalen
Temperaturspitze die Wärme sehr schnell nach den Seiten abfließt und die
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Spitze sich abrundet und verkleinert. Dies sollte für die numerische Lösung
ebenso zutreffen. Aus obiger Gleichung ergibt sich, dass die Störung in der
numerischen Lösung nicht anwächst, falls

|1 − 2d | ≤ 1 mit d = κ
∆t
∆x 2

gilt. Dies führt auf die Bedingung d ≤ 1. Den Parameter d nennt man die
Diffusionszahl .

Eine noch stärkere Bedingung für das Anwachsen einer Störung erhält man
bei der Wahl

un
i+1 = −ε , un

i = ε , un
i−1 = −ε .

In das Verfahren oben eingesetzt ergibt sich hierfür die Schrittweitenbedin-
gung d < 1

2 .

Wie man sieht, ergibt die Methode der Störungsrechnung erste Anzeichen für
eine bestehende Stabilitätsbedingung. Das explizite Differenzenverfahren
(6.27) ist somit für die parabolische Wärmeleitungsgleichung nur bedingt
stabil. Allerdings ergeben sich bei unterschiedlichen Störungen durchaus ver-
schiedene Bedingungen. Die Entwicklung der Störungen wurde allerdings nur
von einem Zeitschritt zum nächsten betrachtet. Inwieweit sich diese Störun-
gen im weiteren entwickeln, wurde nicht untersucht.

Wir werden deshalb noch eine andere Methode der Stabilitätsuntersuchung
vorstellen, welche eine sehr große praktische Bedeutung hat. Diese Methode
nennt man die von Neumannsche Stabilitätsanalyse. Sie wurde von John
von Neumann während des zweiten Weltkriegs in Los Alamos entwickelt und
fiel zunächst unter die Geheimhaltung. Erst 1947 wurde sie in einer Arbeit
beschrieben.

Vorausgesetzt wird, dass das Problem periodisch ist. In diesem Fall gibt es
eine Lösung der Differenzengleichung der Form

un
i =

∑
k

U nei∆xIk .

Dabei bezeichnet etwas unüblich I die imaginäre Einheit mit I 2 = −1, da
i schon der Index der x -Koordinate ist. Die anderen Größen haben die fol-
genden Bedeutungen: U n ist die Amplitude zum Zeitpunkt tn und k ist die
Wellenzahl in x -Richtung, d. h. λ = 2π

k ist die Wellenlänge, das Rechenin-
tervall ist [−π, π]. Der obige Ansatz stellt eine diskrete Fourier-Reihe dar.

Da die Differenzial- und die Differenzengleichung als zugehörige Approximati-
on linear sind, gilt das Superpositionsprinzip: Verschiedene Lösungen können
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addiert werden und sind wieder Lösung der Differenzengleichung. So ist es
ausreichend, nur eine Komponente der Summe zu betrachten. Wird der Pha-
senwinkel φ = k∆x eingeführt hat eine beliebige Komponente die Form

un
i = U neIφi . (6.30)

Zu diesen Anfangsdaten für t = tn würde die exakte Lösung der Wärmelei-
tungsgleichung so aussehen, dass die Amplitude sich verkleinert. Ein Anwach-
sen der Amplitude für eine beliebige Wellenlänge beim numerischen Verfahren
sollte somit die Instabilität des Verfahrens belegen.

Um diesen Ansatz in die Differenzengleichung (6.25) einzusetzen, benötigen
wir neben (6.30) noch die folgenden Ausdrücke:

un+1
i = U n+1eIφi und un

i±1 = U neIφ(i±1) . (6.31)

Das Einsetzen liefert dann

U n+1eIφi = U neIφi + d
[
U neIφ(i+1) − 2U neIφi + U neIφ(i−1)

]
.

Wird durch eIφi dividiert, ergibt sich daraus

U n+1 = U n
[
1 + d

(
eIφ + e−Iφ − 2

)]
.

Mit der Beziehung

cos φ =
eIφ + e−Iφ

2
(6.32)

lässt sich diese Gleichung weiter umformen in

U n+1 = U n [1 + 2d(cos φ − 1)] .

Die Größe G mit der Eigenschaft U n+1 = GU n bezeichnet man als den
Verstärkungsfaktor. Für eine stabile Lösung, bei der Störungen nicht an-
wachsen können, muss der Betrag des Verstärkungsfaktors kleiner eins sein.

G ergibt sich in unserem Fall zu

G = 1 − 2d(1 − cos φ) .

Dies führt auf die Bedingungen

−1 ≤ 1 − 2d(1 − cos φ) ≤ 1 ,

wobei die rechte Ungleichung immer erfüllt ist. Die Abschätzung nach unten
ist erfüllt, falls

1 − 2d · 2 ≥ −1 .

Damit erhalten wir die Stabilitätsbedingung für das explizite Verfahren:
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Das explizite Verfahren für die Wärmeleitungsgleichung ist bedingt stabil.
Die Stabilitätsbedingung lautet

d = κ
∆t
∆x 2

≤ 1
2

. (6.33)

Diese Bedingung hatten wir auch schon mit der Methode der Störungsrech-
nung erhalten. Allerdings wussten wir dort nicht, ob es nicht eine Störung
gibt, welche die Stabilitätsbedingung noch verschärft.

Bemerkung: Geht man davon aus, dass neben der Temperaturleitzahl κ die
Raumdiskretisierung fest vorgegeben ist, dann ist die Stabilitätsbedingung
eine Bedingung an die Zeitschrittweite: Der Zeitschritt ∆t darf höchstens so
groß gewählt werden, dass

∆t ≤ 1
2

∆x 2

κ

gilt. Diese Bedingung sollte in einem Rechenprogramm als Steuerung der
Zeitschrittweite eingesetzt werden.

Crank-Nicolson-Verfahren

Als nächstes wird die Stabilität von impliziten Verfahren untersucht.
Das einfache implizite Verfahren mit dem rückwärts-genommenen Differen-
zenquotienten in der Zeit und dem zentralen im Raum wurde in diesem Kapi-
tel schon vorgestellt. Wir werden im Folgenden noch ein implizites Verfahren
anschauen, welches die Konsistenzordnung 2 in Raum und Zeit besitzt.

Möchte man die 2.Ordnung in der Zeitapproximation haben, dann benötigt
man einen zentralen Differenzenquotienten. Dies erhält man bei der folgenden
Approximation

un+1
i − un

i

∆t
= κ

un+ 1
2

i+1 − 2un+ 1
2

i + un+ 1
2

i−1

∆x 2
. (6.34)

Die Werte auf der Zeitschicht tn+ 1
2

stehen dabei allerdings nicht zur Verfü-
gung. Für die zweite Ordnung ausreichend ist das Ersetzen mit dem arith-
metischen Mittelwert

un+ 1
2

i =
1
2
(
un
i + un+1

i

)
.

Dieses Verfahren nennt man das Crank-Nicolson-Verfahren. Wird der
Mittelwert in (6.34) eingesetzt und die Differenzengleichung wieder in der
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Form eines Gleichungssystems geschrieben, bei der alle unbekannten Werte
auf der linken Seite und alle bekannten auf der rechten Seite auftauchen, dann
lautet sie

−d un+1
i−1 + 2 (1 + d)un+1

i − d un+1
i+1 = d un

i+1 + 2 (1 − d)un
i + d un

i−1 .

Der Vergleich mit dem Verfahren erster Ordnung in der Zeit zeigt, dass ledig-
lich die Koeffizienten auf der rechten und der linken Seite etwas modifiziert
sind.

Wir führen nun für das Crank-Nicolson-Verfahren die Stabilitätsanalyse
durch, setzen die entsprechenden Fourier-Komponenten (6.30) und (6.31) ein.
Man erhält

G
(−d e−φI + 2 (1 + d) − d eφI

)
= d e−φI + 2(1 − d) + d eφI

mit dem Verstärkungsfaktor G . Mit der Beziehung (6.32) ergibt sich zunächst

G
(−2d cos φ + 2 (1 + d)

)
= 2d cos φ + 2(1 − d)

und weiter

G =
1 − d(1 − cos φ)
1 + d(1 − cos φ)

.

Da in dieser Gleichung 1 − cos φ und d immer größer oder gleich Null sind,
ist der Nenner immer größer als der Zähler. Damit ist aber der Betrag von
G immer kleiner als Eins, das Crank-Nicolson-Verfahren ist somit stabil oh-
ne jegliche Bedingung. Die Stabilität für das voll-implizite Verfahren erster
Ordnung ergibt sich ganz analog. Dies heißt:

Das Crank-Nicolson-Verfahren und das voll-implizite Verfahren sind
unbedingt stabil.

Beispiel 6.4 (Wärmeleitung, mit Maple-Worksheet). Wir wenden
nun die impliziten Verfahren zur Berechnung der Temperaturverteilung des
Metallstabes aus Beispiel 4.5 an. Das tridiagonale Gleichungssystem wird mit
dem Thomas-Algorithmus gelöst. In Abbildung 6.10 sind die Ergebnisse für
das voll-implizite Verfahren dargestellt. Im linken Bild ist die Temperatur
zum Zeitpunkt t = 0.5 als Funktion von x und im rechten Bild an der Stelle
x = 0.5 als Funktion von t aufgezeichnet. Im linken Bild liegen die Kurven fast
aufeinander, im rechten Bild sind die Unterschiede etwas deutlicher zu sehen.
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Abb. 6.10. Vergleich der numerischen Lösung des voll-impliziten Verfahrens mit
der exakten Lösung

Die Rechnung wurde mit dem Maple-Worksheet ausgeführt. Deutlich bes-
sere Werte ergeben sich mit dem Crank-Nicolson-Verfahren, wie Abbildung
6.11 zeigt. Für beide Verfahren lässt sich die Zeitschrittweite vergrößern, ohne
dass es zu Instabilitäten kommt.
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der exakten Lösung
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Konsistenz und Zusammenfassung

Die Konsistenz der betrachteten Verfahren ergibt sich aus der Konsistenz
der Differenzenquotienten zu den entsprechenden partiellen Ableitungen. Be-
trachten wir zunächst das explizite Verfahren. Wird die exakte Lösung des
Problems u = u(x , t) in das Verfahren eingesetzt, so ergibt sich

u(x , t + ∆t) − u(x , t)
∆t

− κ
u(x + ∆x , t) − 2u(x , t) + u(x − ∆x , t)

∆x 2
= 0

an jedem Gitterpunkt (xi , tj ).

Als nächstes werden die Taylor-Entwicklungen von u(x , t +∆t), u(x +∆x , t)
und u(x − ∆x , t) um den Entwicklungspunkt (x , t) dort eingesetzt. Nach
etwas Rechnung erhält man

ut(x , t) − κuxx (x , t) = −∆t utt(x , t) +
∆x 2

12
uxxxx (x , t) + O(∆t2) + O(∆x 4) .

Auf der linken Seite steht die Wärmeleitungsgleichung und auf der rechten
Seite das Residuum, d.h. der Diskretisierungsfehler. Die führenden Ordnun-
gen des Diskretisierungsfehlers sind ∆t und ∆x 2, d.h. der Konsistenzfehler
des expliziten Verfahrens ist O(∆t , ∆x 2). Allerdings gilt nach der Stabilitäts-
bedingung (6.33) für das explizite Verfahren zwingend ∆t ∼ ∆x 2. Berück-
sichtigt man dies in der Konsistenzbetrachtung, dann kann man den Fehler
des Verfahrens auch als O(∆x 2) interpretieren. also einem Fehler 2. Ordnung.

Die Konsistenzordnung des voll-impliziten Verfahrens ergibt sich analog zu 1
für die Zeitapproximation und zu 2 für die Raumapproximation. Das Crank-
Nicolson-Verfahren ist ein Verfahren 2. Ordnung in Zeit und Raum.

Ein weiteres Verfahren 2. Ordnung ist das DuFort-Frankel-Verfahren. Da-
bei wird die 2.Ordnung in der Zeit wieder durch eine zentrale Differenzen-
bildung eingeführt, wobei hier aber Näherungswerte auf drei Zeitniveaus be-
nutzt werden. Es ist somit ein Mehrschrittverfahren, bei dem dann auch ein
Anlaufstück nötig ist. Die Differenzengleichung lautet

un+1
i − un−1

i

2∆t
= κ

un
i+1 − 2ũn

i + un
i−1

∆x 2
(6.35)

mit dem Mittelwert
ũn
i =

1
2
(
un+1
i + un−1

i

)
.

Wird in der zentralen Raumdifferenz zweiter Ordnung der Wert un
i verwen-

det, dann zeigt sich, dass das zugehörige Verfahren

un+1
i − un−1

i

2∆t
= κ

un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x 2
(6.36)
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bedingungslos instabil ist.

Bei der DuFort-Frankel-Formel wird eine Stabilisierung dadurch erreicht,
dass ein impliziter Term durch den Mittelwert ũn

i eingeführt wird. In der
Mehrschrittformulierung lässt sich direkt nach un+1

i auflösen, so dass der
Wert auf dem neuen Zeitlevel n + 1 explizit zu berechnen ist:

(1 + 2d)un+1
i = (1 − 2d)un−1

i + 2d(un
i+1 + un

i−1)

Durch diese direkte Auflösung des Gleichungssystems kann man es als ein
explizites Verfahren betrachten.

i i + 1
tn+1

tn

tn−1

i − 1

Abb. 6.12. Differenzenstern für das DuFort-Frankel-Verfahren

Bemerkungen:

1. Da zwei Zeitniveaus zum Start des DuFort-Frankel-Verfahrens benötigt
werden, muss ein Einschrittverfahren, wie das Crank-Nicolson-Verfahren,
in einem ersten Schritt eingesetzt werden.

2. Durch die Stabilisierung ist das DuFort-Frankel-Verfahren bedingungs-
los stabil. Dies ist sehr überraschend für ein im Prinzip explizites
Verfahren. Allerdings tritt im lokalen Diskretisierungsfehler neben dem
Fehler zweiter Ordnung in Raum und Zeit ein Term proportional zu(

∆t
∆x

)2
auf. Diese Methode ist gewissermaßen von der Konsistenzord-

nung O
(
∆x 2, ∆t2,

(
∆t
∆x

)2)
. Nach der Definition der Konsistenz ist das

DuFort-Frankel-Verfahren inkonsistent. Um bei der Verkleinerung der
Schrittweiten auch die entsprechende Genauigkeit zu erhalten, muss die
Zeitschrittweite kleiner sein als die Raumschrittweite und damit ergibt
sich aus der Genauigkeitsforderung eine Art Zeitschrittweitenbedingung.
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Zusammenfassung:
Das explizite Verfahren mit zentralen Differenzen im Raum ist bedingt
stabil mit der Schrittweitenbedingung

κ
∆t
∆x 2

≤ 1
2
. (6.37)

Der Konsistenzfehler ist formal O(∆t , ∆x 2). Unter Einbeziehung der
Stabilitätsbedingung kann man diesen jedoch mit O(∆x 2) bezeichnen.
Das voll-implizite oder das Crank-Nicolson-Verfahren ist bedin-
gungslos stabil mit dem Konsistenzfehler O(∆t , ∆x 2) bzw. O(∆t2, ∆x 2).

Ebenso ist das explizite DuFort-Frankel-Verfahren bedingungslos
stabil. Allerdings enthält hier der Konsistenzfehler einen Term, welcher
proportional zum Verhältnis

(
∆t
∆x

)2
ist.

Bemerkung: Die Schrittweitenbedingung für das explizite Verfahren kann
sehr restriktiv sein. Die Zeitschrittweite muss mit dem Quadrat der Raum-
schrittweite gegen Null gehen. Ist die Temperaturleitzahl nicht sehr klein,
dann wird das explizite Näherungsverfahren ineffizient.

Vom Rechenaufwand her kann man etwa 10 Zeitschritte mit einem explizi-
ten Verfahren im Vergleich zu einem mit einem impliziten Verfahren ausfüh-
ren. Erzwingt die explizite Zeitschrittweitenbedingung (6.37) deutlich kleinere
Zeitschritte und ist dies nicht durch die Genauigkeit motiviert, dann ist ein
implizites Verfahren vorzuziehen.

Mehrdimensionale parabolische Probleme

Die hier betrachteten Verfahren können auf mehrdimensionale paraboli-
sche Differenzialgleichungen entsprechend erweitert werden. Wir betrach-
ten dazu die Wärmeleitungsgleichung

ut = κ ∆u (6.38)

in mehreren Raumdimensionen. Ein explizites Verfahren lässt sich direkt
auf den mehrdimensionalen Fall übertragen, indem die entsprechenden Dif-
ferenzenquotienten für alle Raumableitungen eingesetzt werden. Die Stabili-
tätsanalyse liefert wieder die Aussage, dass ein explizites Verfahren im para-
bolischen Fall nur bedingt stabil ist. Die parabolische Stabilitätsbedingung
lautet bei zwei Raumdimensionen

κ∆t
∆x 2

+
κ∆t
∆y2

≤ 1
2

(6.39)
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und in drei Raumdimensionen
κ∆t
∆x 2

+
κ∆t
∆y2

+
κ∆t
∆z 2

≤ 1
2

. (6.40)

Das voll-implizite Verfahren hat in zwei Raumdimensionen die Form

un+1
i,j − un

i,j

∆t
= κ

(
∆hun+1

)
i,j

.

Dabei bezeichnet ∆hu eine Approximation des Laplace-Operators ∆u.
Schreibt man diese Gleichung um, dann erhält man in jedem Zeitschritt die
elliptische Gleichung(

∆hun+1
)
i,j

− 1
κ∆t

un+1
i,j = − 1

κ∆t
un
i,j . (6.41)

Mit Hilfe einer der Methoden, welche im Kapitel über elliptische Gleichungen
behandelt wurden, kann diese Gleichung gelöst werden. Das Standardverfah-
ren wird hier sein, die zweiten partiellen Ableitungen jeweils mit einem zen-
tralen Differenzenquotienten zu approximieren. Wird dies in die Gleichung
eingesetzt, erhält man ein Gleichungssystem. Zu dessen Lösung kann man
eine der in Kapitel 6.9 vorgestellten iterativen Verfahren einsetzen. Die ellip-
tische Gleichung muss dabei in jedem Zeitschritt gelöst werden.

Ein anderer Ansatz ist ein Splitting- oder Zwischenschritt-Verfahren.
Das mehrdimensionale Problem wird dabei in die eindimensionalen parabo-
lischen Probleme

ut = κ uxx , ut = κ uyy , ut = κ uzz

zerlegt. Das numerische Verfahren läuft dann so ab, dass in jedem Zeitschritt
diese Gleichungen nacheinander gelöst werden. Wenden wir das voll-implizite
Verfahren an, dann ergibt sich in dem Zeitschritt von n auf n + 1 die Folge
von Problemen

un+ 1
3

i,j ,k − un
i,j ,k

∆t
= κ

u
n+ 1

3
i+1,j ,k−2u

n+ 1
3

i,j ,k +u
n+ 1

3
i−1,j ,k

∆x2 , (6.42)

un+ 2
3

i,j ,k − un+ 1
3

i,j ,k

∆t
= κ

u
n+ 2

3
i,j+1,k−2u

n+ 2
3

i,j ,k +u
n+ 2

3
i,j−1,k

∆y2 , (6.43)

un+1
i,j ,k − un+ 2

3
i,j ,k

∆t
= κ

un+1
i,j ,k+1−2un+1

i,j ,k +un+1
i,j ,k−1

∆z2 . (6.44)

Dabei sind die Werte mit den rationalen oberen Indizes nur Hilfswerte, sie ha-
ben keine physikalische Relevanz. Bei dem Splitting- oder auch Dimensionen-
Splitting-Verfahren werden die eindimensionalen Probleme nacheinander ge-
löst. Dies hat den Vorteil, dass nur tridiagonale Gleichungssysteme auftreten,
welche mit dem Thomas-Algorithmus sehr effizient gelöst werden können.
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Das Splittingverfahren lässt sich auch mit dem Crank-Nicolson-Verfahren
kombinieren. Allerdings muss man in diesem Fall einen Doppelschritt aus-
führen. Während der erste Schritt unverändert wie oben beschrieben abläuft,
muss man die Reihenfolge im zweiten Schritt umdrehen. Man beginnt mit
dem Problem in z -Richtung. Nur so lässt sich die 2. Ordnung in der Zeit für
das mehrdimensionale Verfahren aufrecht erhalten.

6.3 Hyperbolische Differenzialgleichungen

Die einfachste hyperbolische Gleichung ist die lineare Transportgleichung

ut + a ux = 0 mit a ∈ R . (6.45)

Die Charakteristiken sind für eine konstante Geschwindigkeit a Geraden. Die
Lösung ist konstant entlang dieser Charakteristiken, wie dies in Abschnitt
4.1 gezeigt wurde.

Wir betrachten zunächst explizite Differenzenverfahren. Im letzten Ab-
schnitt haben wir für eine parabolische Differenzialgleichung gesehen, dass
das explizite Verfahren mit zentralen Differenzen im Raum bedingt stabil ist.
Auf das hyperbolische Problem angewandt lautet die Differenzengleichung

un+1
i − un

i

∆t
+ a

un
i+1 − un

i−1

2∆x
= 0 , (6.46)

die man mit c = a ∆t
∆x in die Form

un+1
i = un

i − c
2
(
un
i+1 − un

i−1

)
umschreiben kann.

Wir untersuchen die Stabilität dieses Verfahrens mit Hilfe der von Neumann
Methode und setzen dazu den Ansatz

un
i = U neIφi

in die Differenzengleichung ein. Zunächst ergibt sich

U n+1eIφi = U neIφi − c
2

(
U neIφ(i+1) − U neIφ(i−1)

)
.

Die Division durch eIφi liefert die Verstärkungsfunktion G = Un+1

Un zu

G = 1 − c
2
(
eIφ − e−Iφ

)
.
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Aus der Eulerschen Formel

eIφ = cos φ + I sin φ (6.47)

ergibt sich die Beziehung

sin φ =
eIφ − e−Iφ

2I
, (6.48)

womit sich der Term mit der e-Funktion eliminieren lässt und man

G = 1 − cI sin φ (6.49)

erhält. Dies ist in diesem Fall eine komplexe Funktion mit einem Real- und
Imaginärteil. Die Bedingung für Stabilität, für die der Absolutbetrag von G
kleiner als eins sein muss, führt auf

|G |2 = 1 + c2 sin2 φ. (6.50)

Da der hintere Term positiv ist, ist der Betrag allerdings immer größer oder
gleich 1. Das lässt nur eine Folgerung zu: Das explizite Verfahren 1. Ordnung
in der Zeit mit zentralen räumlichen Differenzen ist somit bedingungslos
instabil und für praktische Anwendungen nicht zu gebrauchen.

Nachdem die explizite Zeitapproximation mit zentralen Differenzen im Raum
zu keinem brauchbaren Verfahren geführt hat, probieren wir einseitige Dif-
ferenzen im Raum. Ein explizites Verfahren mit linksseitigen Diffe-
renzen lautet

un+1
i − un

i

∆t
+ a

un
i − un

i−1

∆t
= 0 (6.51)

oder nach un+1
i aufgelöst

un+1
i = un

i − c
(
un
i − un

i−1

)
.

Die von Neumannsche Stabilitätsanalyse führt hier auf die Gleichung

U n+1 = U neIφi − c
(
U neIφi − U neIφ(i−1)

)
und nach kurzer Rechnung auf die Verstärkungsfunktion

G = 1 − c + ce−Iφ .
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Mit der Eulerschen Formel (6.47) kann der Term mit der e-Funktion wieder-
um eliminiert werden und man erhält

G = 1 − c + c cos φ − Ic sin φ .

Berechnet man das Quadrat des Betrags von G , erhält man

|G |2 = 2c2(1 − cos φ) − 2c(1 − cos φ) + 1 .

Dies ist eine Parabel bezüglich c. Die Nullstellen von |G |2 − 1 sind bei c = 0
und bei c = 1. Zwischen diesen beiden Grenzen ist diese Funktion kleiner
Null, so dass die Stabilitätsbedingung erfüllt ist, falls

0 ≤ c < 1 .

Damit erhält man für das Verfahren (6.51) die Stabilitätsbedingung

0 ≤ a
∆t
∆x

< 1 . (6.52)

Analog zu der obigen Rechnung kann man eine Stabilitätsanalyse für das
explizite Verfahren mit rechtsseitigen Differenzen

un+1
i − un

i

∆t
+ a

un
i+1 − un

i

∆x
= 0 (6.53)

durchführen. Man erhält hier für die von Neumannsche Stabilitätsanalyse die
Gleichung

U n+1eIφi = U neIφi − c
(
U neIφ(i+1) − U neIφi

)
und die Verstärkungsfunktion

G = 1 − ceIφ + c .

Wegen
eIφ = cos φ + I sin φ

ergibt sich die komplexe Funktion

G = 1 + c(1 − cos φ) − I sin φ

Das Quadrat des Betrags lautet

|G |2 = 2c2(1 − cos φ) + 2c(1 − cos φ) + 1 . (6.54)



6.3 Hyperbolische Differenzialgleichungen 265

Es ergibt sich ganz ähnlich zu oben die Stabilitätsbedingung

−1 < a
∆t
∆x

≤ 0 .

Fassen wir diese beiden Ergebnisse zusammen, dann erhalten wir die folgen-
den Aussagen:

Das explizite Verfahren mit rechtsseitigen Differenzen ist bedingt sta-
bil für a ≤ 0, das mit linksseitigen Differenzen für a ≥ 0.
Die Schrittweitenbedingung lautet in beiden Fällen

|a|∆t
∆x

< 1 . (6.55)

Diese Bedingung nennt man Courant-Friedrichs-Lewy oder kurz CFL-
Bedingung.

Aus der Stabilitätsanalyse folgt, dass für a < 0 das Verfahren mit linksseiti-
gen Differenzen bedingungslos instabil ist. Ebenso ist für a > 0 das Verfahren
mit rechtsseitigen Differenzen bedingungslos instabil. Wenn wir an die exakte
Lösung denken, welche in Abschnitt 4.1 abgeleitet wurde, dann spiegelt die-
se Situation gerade die Eigenschaften der exakten Lösung wider. Für a < 0
ist die Lösung bestimmt durch den Transport von links nach rechts, da die
Transportgeschwindigkeit positiv ist. Die gesamte Information kommt von
links. Dieser Informaitonstransport kann nur dann richtig in das Näherungs-
verfahren übernommen werden, wenn eine linksseitige Differenzenbildung in
dem Verfahren benutzt wird. Ansonsten wird die Information von der falschen
Seite geholt. Den umgekehrten Sachverhalt hat man dann im Fall a > 0 für
die rechtsseitige Differenzenbildung.

Bemerkungen:

1. Die CFL-Bedingung (6.55) bedeutet geometrisch, dass alle Charakteris-
tiken der exakten Lösung innerhalb des Differenzensterns verlaufen. Der
numerische Abhängigskeitsbereich überdeckt den der exakten Lösung.
Dies verlangt insbesondere, dass der Zeitschritt so klein gewählt werden
muss, dass die Information in einem Zeitschritt nur von einer Gitterzelle
in die benachbarte transportiert wird.

2. Ist a und die Raumschrittweite gegeben, dann ist (6.55) eine Forderung
an die Zeitschrittweite. In einem numerischen Verfahren wird der Zeit-
schritt meist etwas kleiner gewählt, um sicher zu sein, dass man trotz
Rundungsfehler im Stabilitätsgebiet rechnet.
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Die Zahl σ < 1 mit
∆t = σ

∆x
|a| (6.56)

nennt man die Courantzahl.

3. Diese Stabilitätsbedingung wurde erstmals von Courant, Friedrichs und
Lewy 1928 [10] formuliert.

Wir können die beiden Verfahren mit einseitiger Differenzenbildung in ein
Verfahren für beliebiges a ∈ R umformulieren:

un+1
i = un

i − a
∆t
∆x

{
un
i − un

i−1 für a ≥ 0
un
i+1 − un

i für a < 0

oder auch in die Form

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

[
a+
(
un
i − un

i−1

)
+ a− (un

i+1 − un
i

) ]
(6.57)

mit
a+ = max(a, 0) , a− = min(a, 0)

bringen. Der Differenzenstern sieht folgendermaßen aus

tn

tn+1

i − 1 i i + 1

Dieses Verfahren nennt man Upwind-Verfahren oder CIR-Verfahren
nach Courant, Isaacson und Rees. Der Name Upwind-Verfahren leitet sich
daraus ab, dass die Richtung der Differenzenbildung stromauf genommen
wird, dorthin, wo die Information herkommt.

Beispiel 6.5 (CIR-Verfahren für die lineare Transportgleichung,
mit Maple-Worksheet). Wir berechnen mit dem CIR-Verfahren das An-
fangswertproblem

ut + a ux = 0

u(x , 0) = e−(x−4)2
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im Intervall [0, 16] mit konstantem a = 0.5. Da a positiv ist, wird der links-
seitige Differenzenquotient genommen.

In diesem Beispiel ist die Lösung eines Anfangs-Randwertproblems gesucht.
Im Prinzip ist ein hyperbolisches Problem stets ein reines Anfangswertpro-
blem. Praktische Probleme sind allerdings meist in einem endlichen Gebiet
vorgegeben oder müssen für die numerische Approximation auf ein endliches
Gebiet eingeschränkt werden. Randwerte dürfen nur dort vorgegeben werden,
wo die Information in das Rechengebiet hinein läuft. In unserem Fall a > 0
ist das Bild der Charakteristiken in Abbildung 6.13 gezeichnet.

0 10

t

x

t
x = a

Abb. 6.13. Verlauf der Charakteristiken im (x , t)-Diagramm
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Abb. 6.14. Numerische Lösung zu Beispiel 6.5 als Funktion von x und t

Da die Charakteristiken von links nach rechts laufen, müssen Randwerte
am linken Rand bei x = 0 vorgeschrieben werden. Dadurch, dass das CIR-
Verfahren die Ausbreitungsrichtung mit in der Differenzenbildung berück-
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Abb. 6.15. Exakte und numerische Lösung zu Beispiel 6.5, links am Zeitpunkt
t = 10 als Funktion von x und rechts am Punkt x = 8 als Funktion von t

sichtigt, passt dies sehr gut zusammen: Das numerische Verfahren benötigt
nur dort Randwerte.

Numerische Ergebnisse sind in den Abbildungen 6.14 und 6.15 dargestellt.
Die Diskretisierungsparameter sind in dieser Rechnung

∆x =
16
20

, ∆t =
10
20

.

Die exakte Lösung ist hier mit einer durchgehenden Linie gezeichnet. Die Nä-
herungswerte aus dem CIR-Verfahren an den Gitterpunkten sind mit einem
kleinen Kreis gekennzeichnet. Es zeigt sich, dass die Lösung zwar richtig wie-
dergegeben wird, die Amplitude aber im Gegensatz zur exakten Lösung mit
der Zeit kleiner und kleiner wird. Man nennt dies numerische Dämpfung
oder numerische Dissipation. Bei dem Verfahren erster Ordnung ist diese
sehr deutlich zu sehen. Um die Dämpfung zu reduzieren, muss die Anzahl der
Gitterpunkte erhöht werden. �

Die Stabilitätsanalyse für das voll-implizite Verfahren

un+1
i − un

i

∆t
+ a

un+1
i+1 − un+1

i−1

2∆x
= 0 (6.58)

zeigt, dass die implizite Approximation der Zeitableitung mit dem rückwärts-
genommenen Differenzenquotienten das Verfahren stabilisiert. Es ist stabil
ohne eine Bedingung an die Zeitschrittweite. Wenn wir uns den Differenzen-
stern dieses Verfahrens anschauen,
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tn

tn+1

i − 1 i i + 1

dann sehen wir, dass auf der neuen Zeitschicht drei Punkte in die Differenzen-
gleichung eingehen. Damit überdeckt der numerische Abhängigkeitsbereich
automatisch den der exakten Lösung. Zur Lösung der Differenzengleichung
muss allerdings ein tridiagonales Gleichungssystem gelöst werden.

Auch das Crank-Nicolson-Verfahren kann auf eine hyperbolische Glei-
chung angewandt werden. Für die lineare Transportgleichung hat es die Form

un+1
i − un

i

∆t
+ a

un+ 1
2

i+1 − un+ 1
2

i−1

2∆x
= 0 (6.59)

mit
un+ 1

2
i =

1
2
(
un+1
i + un

i

)
. (6.60)

Auch dieses Verfahren ist bedingungslos stabil. Wie beim voll-impliziten
Verfahren muss ein tridiagonales Gleichungssystem gelöst werden. Der Kon-
sistenzfehler ergibt sich aus der Approximation der Ableitungen durch die
entsprechenden Differenzenquotienten. Für das Crank-Nicolson-Verfahren ist
der Konsistenzfehler O(∆t2, ∆x 2).

Beispiel 6.6 (Implizite Verfahren für die lineare Transportglei-
chung, mit Maple-Worksheet). Wir greifen das Beispiel 6.5 auf und
wenden die impliziten Verfahren an. Dadurch, dass zentrale Differenzenquo-
tienten im Raum benutzt werden, müssen auch Randwerte am rechten Rand
vorgeschrieben werden. Diese sind dabei nicht durch das physikalische Pro-
blem bestimmt, sondern durch die Lösung. Eine Möglichkeit der Vorgabe von
Randbedingungen ist, am rechten Rand einen linksseitigen Differenzenquo-
tienten zu wählen, der dann aber auch die Konsistenzordnung zwei besitzen
sollte.

Die numerischen Ergebnisse mit dem voll-impliziten Verfahren mit der Dis-
kretisierung von Beispiel 6.5 sind in Abbildung 6.16 aufgezeichnet. Man sieht
hier neben der numerischen Dämpfung der Amplitude deutliche Wellen hin-
ter der Glockenkurve. Das implizite Verfahren mit zentralen Differenzen im
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Abb. 6.16. Numerische Lösung des voll-impliziten Verfahrens
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Abb. 6.17. Numerische Lösung des voll-impliziten Verfahrens zum Zeitpunkt t =
10

Raum besitzt neben dem dissipativen Fehler auch einen sogenannten dis-
persiven Fehler. Deutlicher wird dies in einem Bild für einen festen Zeit-
punkt t , wie es in Abbildung 6.17 dargestellt ist. Die starken Oszillationen
deuten an, dass die Anzahl der Gitterpunkte hier nicht ausreicht, um die
Gauß-Kurve gut aufzulösen. Um bessere Ergebnisse zu erhalten, muss die
Anzahl der Gitterpunkte erhöht werden. In Abbildung 6.18 sieht man das
Ergebnis für 80 Gitterpunkte im Raum und 40 Zeitschritte. Hier sind die
Oszillationen dann verschwunden, die Amplitude ist durch die numerische
Dämpfung deutlich reduziert.

Wie erwartet, liefert das Crank-Nicolson-Verfahren als Verfahren 2. Ordnung
in Raum und Zeit bessere Ergebnisse. Dies ist bei gleicher feiner Diskreti-
sierung in Abbildung 6.19 festgehalten. Man sieht hier im Gegensatz zum
voll-impliziten Verfahren noch kleine Wellen hinter der Gauß-Kurve, die Am-
plitude ist aber wesentlich besser wiedergegeben.
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Abb. 6.18. Numerische Lösung des voll-impliziten Verfahrens für Beispiel 6.6 mit
verfeinerter Diskretisierung
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Abb. 6.19. Numerische Lösung des Crank-Nicolson-Verfahren für Beispiel 6.6 mit
feiner Diskretisierung

Die numerischen Resultate werden im Maple -Worksheet berechnet. �

Ein explizites Verfahren zweiter Ordnung in Raum und Zeit ist das Lax-
Wendroff-Verfahren (siehe z.B. [49]. Für die zweite Ordnung in Raum
und Zeit benötigt man zentrale Differenzen in Raum und Zeit. Ein solches
Verfahren hat eine Darstellung in der Form

un+1
i − un

i

∆t
+

un+ 1
2

i+ 1
2

− un+ 1
2

i− 1
2

∆x
= 0 . (6.61)

Das implizite Crank-Nicolson-Verfahren kann man in diese Form bringen,
wenn man die Mittelwerte

un+ 1
2

i+ 1
2

=
1
4
(
un+1
i+1 + un+1

i + un
i+1 + un

i

)
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einführt.

Die Idee beim Lax-Wendroff-Verfahren ist, dass man zunächst eine Taylor-
Entwicklung in der Zeit für einen halben Zeitschritt betrachtet:

u(x , t +
∆t
2

) = u(x , t) +
∆t
2

ut(x , t) +
∆t2

8
utt(x , t) + O

(
∆t3
)

.

Die Zeitableitung kann mit Hilfe der Transportgleichung in eine Raumablei-
tung umformuliert werden, denn es gilt

ut = −a ux .

Eingesetzt ergibt sich

u(x , t +
∆t
2

) = u(x , t) − ∆t
2

aux + O
(
∆t2
)

.

Führen wir nun eine Approximation dieser Beziehung in der Form

un+ 1
2

i+ 1
2

=
1
2
(
un
i+1 + un

i

)− ∆t
2

a
un
i+1 − un

i

∆x
+ O

(
∆t2, ∆t∆x , ∆x 2

)
durch, so erhalten wir eine Approximation der Werte an den Zwischenpunkten
(xi+ 1

2
, ti+ 1

2
). Diese so berechneten Werte können dann in die Gleichung (6.61)

eingesetzt werden. Dies kann man noch zusammenfassen und nach kurzer
Rechnung erhält man

un+1
i = un

i −a∆t
(

un
i+1 − un

i−1

2∆x

)
+

1
2
a2∆t2

(
un
i+1 − 2un

i + un
i−1

∆x 2

)
. (6.62)

Dieses Verfahren besitzt nach Konstruktion die Konsistenzordnung O(∆x 2, ∆t2).
Es ist unter der CFL-Bedingung (6.55) bedingt stabil.

Beispiel 6.7 (Lax-Wendroff-Verfahren für die lineare Transport-
gleichung, mit Maple-Worksheet). Das Lax-Wendroff-Verfahren für das
Anfangswertproblem 6.5 liefert die numerischen Ergebnisse in Abbildung
6.20. Auf dem groben Gitter sieht man hier auch deutliche Wellen nach der
Glockenkurve. Auf dem feineren Gitter mit 80 Gitterintervallen im Raum
und 40 Zeitschritten wird dagegen die exakte Lösung dann sehr gut approxi-
miert. Dies ist in Abbildung 6.21 dargestellt. Die numerischen Lösungen des
Crank-Nicolson-Verfahrens und des Lax-Wendroff-Verfahrens sind auf diesem
feineren Gitter sehr ähnlich.

Die Ergebnisse zeigen insbesondere, dass genügend Gitterpunkte zur Auf-
lösung der Gaußschen Glockenkurve zur Verfügung stehen müssen, um gute
numerische Ergebnisse zu erhalten. Auf dem feinen Gitter ist die Anzahl etwa
20 Gitterpunkte für die Gauß-Kurve. �
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Abb. 6.20. Numerische Lösung des Lax-Wendroff-Verfahrens als Funktion von x
und t
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Abb. 6.21. Numerische Lösung mit dem Lax-Wendroff-Verfahren links für den
Zeitpunkt t = 10 als Funktion von x und rechts für den Gitterpunkt x = 8 als
Funktion von t , jeweils auf dem feinem Gitter berechnet

Zusammenfassung: Numerische Methoden für die lineare Trans-
portgleichungen
Das explizite Verfahren mit zentralen Differenzen im Raum und der Kon-
sistenzordnung O(∆t,∆x2) ist bedingungslos instabil.
Zur Stabilisierung muss die Differenzenbildung einseitig entsprechend der
Richtung des Transports gewählt werden. Dies nennt man Upwind- oder
CIR-Verfahren. Dieses Verfahren hat die Konsistenzordnung O(∆t,∆x).
Das Lax-Wendroff-Verfahren ist ein explizites Verfahren mit der Kon-
sistenzordnung O(∆t2,∆x2).
Die expliziten Verfahren sind bedingt stabil mit der Stabilitätsbedingung
bzw. Schrittweitenbedingung

|a|∆t
∆x

< 1 .

Das voll-implizite Verfahren mit dem Konsistenzfehler O(∆t,∆x2) und
das Crank-Nicolson-Verfahren O(∆x2,∆t2) sind bedingungslos sta-
bil.
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Bemerkung: Der Vergleich der Schrittweitenbedingungen für explizite Ver-
fahren im hyperbolischen Fall (6.55) und im parabolischen Fall (6.37) zei-
gen den folgenden Unterschied: Bei parabolischen Gleichungen muss der
Zeitschritt proportional dem Quadrat der Raumschrittweite, im hyperboli-
schen Fall nur proportional der Raumschrittweite gewählt werden. Während
für eine parabolische Gleichung das Standardverfahren das implizite Crank-
Nicolson-Verfahren ist, werden im hyperbolischen Fall zur Berechnung von
instationären Lösungen oft explizite Verfahren eingesetzt.

Auf Systeme von Transportgleichungen können alle Formeln für die vor-
gestellten Verfahren außer dem Upwind-Verfahren direkt übertragen werden,
indem man die skalaren Funktionen durch Vektoren ersetzt. Zur Definiti-
on der Upwind-Verfahren muss man etwas ausholen. Bei einem System von
Transport- oder Wellengleichungen können verschiedene Wellengeschwindig-
keiten auftreten. Ist das Vorzeichen dieser Geschwindigkeiten gleich, dann
sind die Formeln wie bei den anderen Verfahren direkt übertragbar. Gibt es
Wellengeschwindigkeiten mit unterschiedlichen Vorzeichen, geht dies nicht so
einfach.

Setzen wir voraus, dass das System aus m Gleichungen

ut + Aux = 0

streng hyperbolisch und somit die Matrix A diagonalisierbar ist, dann können
wir es in die charakteristische Normalform

wt + Λwx = 0

mit der Diagonalmatrix Λ = diag(a1, . . . , am) umschreiben (siehe Kapitel
4.1).

Damit hat man m nicht gekoppelte skalare Transportgleichungen, auf die das
Upwind-Verfahren angewandt werden kann. In der Matrixschreibweise sieht
dies dann folgendermaßen aus:

wn+1
i − wn

i

∆t
+ Λ+

(
wn

i − wn
i−1

∆x

)
+ Λ−

(
wn

i+1 − wn
i

∆x

)
= 0 .

Dabei sind Λ+ und Λ− Diagonalmatrizen, welche nichtnegative bzw. nicht-
positive Eigenwerte besitzen:

Λ+ =

⎛⎜⎜⎜⎝
a+
1 0

a+
2

. . .
0 a+

m

⎞⎟⎟⎟⎠ , Λ− =

⎛⎜⎜⎜⎝
a−
1 0

a−
2

. . .
0 a−

m

⎞⎟⎟⎟⎠ mit
a+
i = max(ai , 0)

a−
i = min(ai , 0) .
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Nun transformiert man das System in charakteristischer Normalform wieder
zurück, indem es mit der Matrix der Eigenvektoren R von links multipliziert
wird:

Rwn+1
i = Rwn

i − ∆t
∆x

RΛ+(R−1R)
(
wn

i − wn
i−1

)
− ∆t

∆x
RΛ−(R−1R)

(
wn

i+1 − wn
i

)
.

Mit den Definitionen

A+ := RΛ+R−1 , A− := RΛ−R−1

erhält man dann

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

A+
(
un
i − un

i−1

)− ∆t
∆x

A− (un
i+1 − un

i

)
. (6.63)

Dieses Verfahren für Systeme von Transport- oder Wellengleichungen nennt
man wie im skaleren Fall Upwind-Verfahren oder CIR-Verfahren.

Die hier vorgestellten Verfahren können auf nichtlineare Probleme über-
tragen werden, so z.B. auf eine quasilineare Transportgleichung

ut + a(u) ux = 0 . (6.64)

Allerdings muss man dann die Geschwindigkeit a(u) an einem entsprechen-
den Punkt auswerten. Das voll-implizite Verfahren mit einem zentralen
Differenzenquotienten für die Raumableitung sieht folgendermaßen aus:

un+1
i − un

i

∆t
+ a(un+1

i )

(
un+1
i+1 − un+1

i−1

)
2∆x

= 0. (6.65)

Für eine nichtlineare Gleichung (6.64) ist dies eine nichtlineare Differenzen-
gleichung. Das zugehörige Gleichungssystem ist dann nichtlinear und muss
mit einem Iterationsverfahren gelöst werden, die im Anhang B aufgeführt
sind.

Das explizite Upwind-Verfahren macht dann Schwierigkeiten, wenn sich
die Richtung der Charakteristik über die Stützstellen xi−1, xi , xi+1 hinweg
ändert, d.h. wenn sich dort ein sogenannter Schallpunkt befindet. Die Rich-
tung der Differenzenbildung hängt dann davon ab, an welcher Stelle a(u)
ausgewertet wird. Es kann dort leicht zu Wellen oder Instabilitäten kommen.
Im Falle einer Erhaltungsgleichung

ut + f (u)x = 0 (6.66)
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werden wir später im Kapitel über Finite-Volumen-Verfahren das Problem
der Approximation am Schallpunkt ausführlicher betrachten und Lösungen
angeben.

Ein weiteres Problem ist das Auftreten von Unstetigkeiten oder starken Gra-
dienten in der exakten Lösung, wie wir dies schon in Kapitel 4 untersucht
haben. In diesem Fall sind die Aussagen für Differenzenverfahren nicht mehr
gerechtfertigt, da die wesentliche Voraussetzung der stetigen Differenzierbar-
keit und damit die Grundlage eines Differenzenverfahrens nicht mehr erfüllt
ist. In diesem Fall sollte man besser ein Finite-Volumen-Verfahren auswählen.

Es gibt alerdings einen Ansatz, das Verfahren von Lax, welches auch zur
Berechnung von starken Gradienten eingesetzt werden kann. Dieses Verfahren
lautet für die Erhaltungsgleichung (6.66)

un+1
i =

1
2
(
un
i+1 + un

i−1

)− ∆t
2∆x

(
f (un

i+1) − f (un
i−1)

)
(6.67)

und ist bedingt stabil unter der CFL-Bedingung. Die Idee, welche dahinter
steckt, zeigt sich, wenn wir dieses Verfahren umformulieren. Wir fügen den
Term un

i auf der rechten Seite hinzu und ziehen ihn wieder ab. Etwas umge-
stellt ergibt sich

un+1
i = un

i − ∆t
2∆x

(
f (un

i+1) − f (un
i−1)

)
+

1
2
(
un
i+1 − 2un

i + un
i−1

)
.

Der hintere Term entspricht gerade einer Approximation von 1
2∆x 2uxx . Dies

ist ein parabolischer Term, den man physikalisch als Reibungs- oder Wärme-
leitungsterm interpretieren kann.

Durch die Mittelwertbildung bei dem Lax-Verfahren führt man zusätzlich
numerische Dissipation ein, welche z.B. eine Stoßwelle über mehrere Git-
terpunkte verschmiert. Die Stoßwelle wird ersetzt durch ein steiles viskoses
Profil ersetzt. Das Differenzenverfahren wird dann auf dieses über mehre-
re Gitterpunkte verschmierte stetige Profil angewandt. Dieser Ansatz liefert
eine stabile Approximation von Stoßwellen, besitzt aber eine starke nume-
rische Dissipation in anderen Bereichen. Im Allgemeinen können Stoßwellen
oder starke Gradienten in der Lösung mit Finite-Volumen-Verfahren, wel-
che lokal eine Approximation des integralen Erhaltungsgesetzes darstellen,
numerisch besser aufgelöst werden. Dies wird in Kapitel 8 beschrieben. In
diesem Zusammenhang werden wir auch auf das Lax-Verfahren noch einmal
zu sprechen kommen.

Die Erweiterung des Verfahrens auf mehrere Raumdimensionen erfolgt
ähnlich wie beim parabolischen Fall. Wir betrachten hierzu die skalare zwei-
dimensionale Transportgleichung

ut + a ux + b uy = 0 mit a, b ∈ R . (6.68)
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Eine Möglichkeit, die Verfahren auf mehrere Raumdimensionen zu übertra-
gen, ist wieder der Splitting-Ansatz. Das zweidimensionale Problem wird in
jedem Zeitschritt in eine Folge von eindimensionalen Problemen

ut + aux = 0 , ut + buy = 0

zerlegt, welche dann nacheinander gelöst werden. Speziell die Upwind-
Verfahren lassen sich damit sehr einfach übertragen. Man kann hier das
Problem in x - und y-Richtung getrennt voneinander betrachten und die ent-
sprechende eindimensionale Charakteristikentheorie anwenden. Die Stabili-
tätsbedingung muss dann in jede Richtung erfüllt sein. Man erhält bei einem
solchen Splitting-Ansatz die Schrittweitenbedingungen

∆t
∆x

|a| < 1 ,
∆t
∆y

|b| < 1 . (6.69)

Verfahren ohne Splitting durch Einsetzen der Approximationen für die x - und
y-Ableitungen mittels Differenzenquotienten lassen sich ebenso ausführen.
Man erhält dann als Stabilitätsbedingung (6.69) mit 1/2 auf der rechten Seite.
Damit wird während eines Zeitschritts eine Wechselwirkung der Wellen in x -
und y-Richtung verhindert.

Die Definition von Upwind-Verfahren für mehrdimensionale Systeme macht
allerdings Schwierigkeiten. In zwei Raumdimensionen kann die Gleichung
nicht in die Diagonalform umgeschrieben werden, falls die Matrizen A und B
nicht die gleichen Eigenvektoren besitzen. Wir werden dies im Rahmen der
Finite-Volumen-Verfahren wieder aufgreifen. Auch die numerische Lösung li-
nearer Probleme mit starken Gradienten und nichtlineare Probleme werden
in dem Kapitel über Finite-Volumen-Verfahren wieder aufgegriffen.

6.4 Verfahren auf randangepassten Gittern

Im Abschnitt 5.2 wurde die Grundidee für die Erzeugung von randangepass-
ten Gittern beschrieben. Das physikalische Gebiet Ω in der (x , y)-Ebene wird
auf ein ”logisches“ Rechteck Ω′ in der (ξ, η)-Ebene abgebildet. Im Rechteck Ω′

wird ein äquidistantes Gitter eingeführt, welches dann auf das physikalische
Gebiet zurück transformiert wird. In Abbildung 5.3 ist diese Vorgehensweise
dargestellt.

Bezeichnet man mit ξ(x , y) und η(x , y) die Abbildungen des physikalischen
Gebietes Ω in der (x , y)-Ebene auf das logische Rechteck Ω′ in der (ξ, η)-
Ebene, so benötigt man die Umkehrfunktionen x (ξ, η) und y(ξ, η) vom logi-
schen Rechteck auf das physikalische Gebiet.
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Diese Umkehrfunktionen erfüllen die Gleichungen

αxξξ − 2βxξη + γxηη + J 2xξP + J 2xηQ = 0 , (6.70)
(6.71)

αyξξ − 2βyξη + γyηη + J 2yξP + J 2yηQ = 0 (6.72)

mit den Größen

J = xξyη − yξxη , (6.73)
α = x 2

η + y2
η , (6.74)

β = xξxη + yξyη , (6.75)
γ = x 2

ξ + y2
ξ . (6.76)

Diese Gleichungen wurden schon im Abschnitt 5.2 formuliert. Mit den frei
wählbaren Parametern P und Q kann man das Gitter an bestimmten Punk-
ten zusammenziehen bzw. Gitterlinien entzerren.

Um ein Gitter zu erzeugen, müssen die beiden Gittergleichungen (6.70) und
(6.72) zunächst numerisch gelöst. Dies geschieht auf einem äquidistanten ach-
senparallelen Gitter. Die partiellen Ableitungen werden entsprechend durch
Differenzenquotienten ersetzt:

xξ =
xi+1,j − xi−1,j

2∆ξ
, yξ =

yi+1,j − yi−1,j

2∆ξ
,

xη =
xi,j+1 − xi,j−1

2∆η
, yη =

yi,j+1 − yi,j−1

2∆η
,

xξξ =
xi+1,j − 2xi,j + xi−1,j

∆ξ2
,

xηη =
xi,j+1 − 2xi,j + xi,j−1

∆η2
,

xξη =
xi+1,j+1 − xi−1,j+1 − xi+1,j−1 + xi−1,j+1

4∆ξ∆η
.

Durch Einsetzen der finiten Differenzen in Gleichung 6.70 und 6.72 erhält
man ein lineares Gleichungssystem für die Koordinaten der Gitterpunk-
te (xij )i=1,...,n;j=1,...,n und (yij )i=1,...,n;j=1,...,n , welches z.B. mit dem SOR-
Verfahren gelöst werden kann. Man beachte, dass die Randpunkte vorgegeben
sind, d.h. die Randbedingungen sind reine Dirichlet-Randbedingungen.

Wesentlich für die Strukturierung des Gitters ist, dass man vier ausgezeich-
nete Punkte auf dem Rand von Ω auswählt, welche den vier Eckpunkten des
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logischen Gebietes Ω′ entsprechen. Durch diese charakteristischen Punkte de-
finiert man die untere, rechte, obere und linke Begrenzungslinie. Anschließend
wird die Anzahl der Unterteilungen auf dem rechten (bzw. linken) Rand fest-
gelegt. Damit ist dann auch automatisch die Anzahl der Unterteilungen auf
der gegenüber liegenden Seite bestimmt. Denn jede Gitterlinie, die am linken
Rand beginnt muss am rechten Rand enden. Anschließend müssen die Start-
und Endpunkte der vertikalen Linien festgelegt werden.

Beispiel 6.8. Wir erläutern hier kurz, wie die Lösung der Poisson-Gleichung
auf randangepassten Gitter abläuft.

Grundgleichungen: Da wir das physikalische Gebiet in der (x , y)-Ebene
schon auf ein Rechteck in der (ξ, η)-Ebene transformiert haben, ist es nun
bequemer die DGL im transformierten Gebiet zu lösen. Wir betrachten das
Potenzial Φ zwar als eine Funktion von x und y ; da aber x und y wiederum
von ξ und η abhängen, gilt

Φ = Φ(x (ξ, η), y(ξ, η)) .

Nach der Kettenregel erhalten wir

Φξ =
∂Φ

∂x
∂x
∂ξ

+
∂Φ

∂y
∂y
∂ξ

= Φxxξ + Φyyξ ,

Φη =
∂Φ

∂x
∂x
∂η

+
∂Φ

∂y
∂y
∂η

= Φxxη + Φyyη .

Dies ist ein lineares Gleichungssystem für Φx und Φy in der Form(
xξ yξ

xη yη

)(
Φx

Φy

)
=
(

Φξ

Φη

)
.

Mit der Cramerschen Regel lässt sich dieses LGS nach Φx und Φy auflösen:

Φx =
1
J

(yηΦξ − yξΦη) ,

Φy =
1
J

(−xηΦξ + xξΦη)

mit
J = xξyη − yξxη .

Lösen der Poisson-Gleichung auf randangepassten Gittern: Mit der
gleichen Vorgehensweise wie für die erste Ableitung drückt man auch die
zweiten partiellen Ableitungen Φxx und Φyy durch Φξ, Φη, Φξξ, Φηη und Φξη

aus. Man ersetzt alle Ableitungen nach x und y durch die entsprechenden
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Ableitungen nach ξ und η. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass man
die Ableitungen Φξ, Φη, Φξξ, Φηη und Φξη im Rechteckgebiet einfach diskre-
tisieren kann. Man erhält so die transformierte, diskrete Poisson-Gleichung
in der (ξ, η)-Ebene.

In der Praxis treten oftmals rotationssymmetrische Probleme auf. Dann ver-
wendet man zur Beschreibung des Problems Zylinderkoordinaten (z , r). In
den Zylinderkoordinaten lautet die Potenzialgleichung

Φzz (z , r) + Φrr (z , r) +
1
r
Φr (z , r) = −ρ(z , r)

ε
.

Wir werden diese Form der Potenzialgleichung transformiert in der (ξ, η)-
Ebene angeben. Wenn die Potenzialgleichung nur in kartesischen Koordinaten
gelöst werden soll, dann entfällt der unterstrichene Term.

Poisson-Gleichung in der (ξ, η)-Ebene: Ersetzt man in der Potenzialglei-
chung die Ableitungen nach r und z durch die entsprechenden Ableitungen
nach ξ und η, so erhält man im logischen Gebiet die folgende transformierte
Poisson-Gleichung

αΦξξ − 2βΦξη + γΦηη + (τ − zηJ/r)Φξ + (σ − zξJ/r)Φη = −J 2ρ/ε0

mit
σ := (rξDz − zξDr)/J , τ := (zηDr − rηDz )/J

und
Dz := αzξξ − 2βzξη + γzηη, Dr := αrξξ − 2βrξη + γrηη .

Dabei sind die Koeffizienten α, β und γ wie in Gl. 6.73 - 6.76 definiert. Die
Koeffizienten hängen nur von der Lage der Gitterpunkte ab. Ersetzt man
die kontinuierlichen Ableitungen der Differenzialgleichungen am Gitterpunkt
(i , j ) durch zentrale Differenzen

Φξ(i , j ) =
Φi+1,j − Φi−1,j

2∆ξ
,

Φη(i , j ) =
Φi,j+1 − Φi,j−1

2∆η
,

Φξξ(i , j ) =
Φi+1,j − 2Φi,j + Φi−1,j

∆ξ2
,

Φηη(i , j ) =
Φi,j+1 − 2Φi,j + Φi,j−1

∆η2
,

Φξη(i , j ) =
Φi+1,j+1 − Φi−1,j+1 − Φi+1,j−1 + Φi−1,j−1

4∆ξ∆η
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erhält man ein lineares Gleichungssystem für die gesuchten Größen Φi,j (=
Potenzial am Gitterpunkt (i , j )):

Mi,jΦi−1,j−1 + B1i,jΦi−1,j − Mi,jΦi−1,j+1

+ B2i,jΦi,j−1 + Ci,jΦi,j + A2i,jΦi,j+1

− Mi,jΦi+1,j−1 + A1i,jΦi+1,j + Mi,jΦi−1,j+1 = Ri,j .

Die Koeffizienten A1, A2, B1, B2, C und M als auch die rechte Seite R folgen
durch Einsetzen der Differenzenquotienten in die Differenzialgleichung.

Lösen des linearen Gleichungssystems durch iterative Methoden:
Das oben beschriebene lineare Gleichungssystem für die Potenzialwerte an
den Gitterpunkten wird durch ein iteratives Verfahren z.B. mit dem SOR-
Verfahren gelöst:

Φ
(m+1)
i,j = (1 − ωi,j )Φ

(m)
i,j − ωi,j

Ci,j
(A1i,jΦ

(m)
i+1,j + A2i,jΦ

(m)
i,j+1 + B1i,jΦ

(m+1)
i−1,j

+B2i,jΦ
(m+1)
i,j−1 + Mi,j (Φ

(m)
i+1,j+1 − Φ

(m)
i−1,j+1 − Φ

(m+1)
i+1,j−1 + Φ

(m+1)
i−1,j−1)

−Ri,j ) .

Um ein Abbruchkriterium für das Verfahren zu erhalten, wird nach jeder
Iteration das Residuum berechnet:

RES (m+1)
i,j = A1i,jΦ

(m+1)
i+1,j + A2i,jΦ

(m+1)
i,j+1 + B1i,jΦ

(m+1)
i−1,j + B2i,jΦ

(m+1)
i,j−1

+Ci,jΦ
(m+1)
i,j + Mi,j (Φ

(m+1)
i+1,j+1 − Φ

(m+1)
i−1,j+1 − Φ

(m+1)
i+1,j−1 + Φ

(m+1)
i−1,j−1)

−Ri,j .

Ist das Maximum über die Residuen aller Gitterpunkte kleiner als eine vor-
gegebene Schranke, so ist die Iteration beendet und die Potenzialwerte Φi,j

an den Gitterpunkten berechnet.

6.5 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Der Vorteil der Differenzenverfahren ist, dass sie klar und durchsichtig ist
und sich einfach programmieren lässt. Sie kann im Prinzip auf jede Differen-
zialgleichung angewendet werden. Die Einschränkung der Methode liegt in
der Forderung, dass die Berechnung ein strukturiertes Gitter erfordert. Dies
kann für komplexe Geometrien schwierig und aufwändig werden. Lokale Git-
terverfeinerungen in den Bereichen, wo sich die Lösung sehr stark ändert,
sind nicht ausführbar.



282 6 Differenzenverfahren

Die Vorgehensweise bei der Lösung von elliptischen Differenzialgleichungen
mit Differenzenverfahren kann man in fünf Schritte untergliedern:

1. Einführung eines Berechnungsgitters,

2. Einschränkung der gesuchten Funktion auf Funktionswerte an den diskre-
ten Gitterpunkten und Ersetzen der Ableitungen der DGL durch finite
Differenzen,

3. Aufstellen des LGS für die diskreten Näherungswerte,

4. Lösen des LGS; die Lösung des LGS approximiert die gesuchte Funktion
an den Gitterpunkten,

5. Visualisierung der Ergebnisse.

Bei hyperbolischen oder parabolischen Problemen löst man das Problem von
einem Zeitschritt zum anderen. Dabei hat man die Wahl einer expliziten
oder einer impliziten Approximation der Zeit. Bei einem implizitem Verfah-
ren muss wie bei einer elliptischen Gleichung ein Gleichungssystem gelöst
werden, hier allerdings in jedem Zeitschritt. Bei einem expliziten Verfahren
wird die Lösung des Gleichungssystems ganz einfach: Man hat eine Diago-
nalmatrix vorliegen, da es in der Differenzenformel nur einen Wert auf der
neuen Zeitschicht gibt. Diesen neuen Wert kann man somit explizit in einer
Lösungsformel angeben. Man würde somit nur explizite Verfahren benutzen,
falls es da keine Stabilitätsbedingung gäbe. Diese stellt sich als Restriktion
an die Wahl der Zeitschrittweite und kann somit die Effizienz des Verfahrens
stark vermindern. So muss bei einem hyperbolischen Problem die Zeitschritt-
weite proportional und bei einem parabolischen Problem sogar proportional
zum Quadrat der Raumschrittweite gewählt werden.

Neben dem Einfluss der Stabilität bei expliziten Verfahren ist die Wahl der
Schrittweiten aber auch ein Genauigkeitsproblem. Zunächst muss die Raum-
schrittweite so klein gewählt werden, dass alle wichtigen Strukturen in der
Lösung aufgelöst werden können. Dann kann man sich auf Grund der physi-
kalischen Phänomene, insbesondere der Ausbreitungsgeschwindigkeiten, den
richtigen Zeitschritt überlegen. Setzt man dann die Zahlenwerte in die ent-
sprechende Stabilitätsbedingung ein, kann man entscheiden, welches Verfah-
ren das effizientere sein müsste. Man rechnet im Allgemeinen damit, dass die
Lösung eines Gleichungssystems mindestens soviel wie 10 Zeitschritte eines
expliziten Verfahrens an Rechenzeit kostet.

Zu der Entscheidung explizit oder implizit bei hyperbolischen und parabo-
lischen Problemen lassen sich die folgende Grundregeln aufstellen. Bei einer
instationären Wellenausbreitung ist die CFL-Bedingung für die Stabilität von
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expliziten Verfahren meist auch eine Genauigkeitsforderung und sollte somit
immer erfüllt sein. Nur bei langsamen Prozessen, bei denen die Zeitableitun-
gen sehr klein sind, kann man sich große Zeitschritte oder auch ein Verfahren
1. Ordnung in der Zeit erlauben. Im allgemeinen setzt man Verfahren mit
2. Ordnung ein. Bei parabolischen Problemen ist die Stabilitätsbedingung al-
lerdings so restriktiv, dass man meist ein implizites Verfahren vorzieht.

Das Differenzenverfahren ist das älteste der numerischen Lösungsverfahren
sowohl bei den gewöhnlichen als auch bei den partiellen Differenzialgleichun-
gen. Es gibt somit eine ganze Reihe von weiterführender Literatur. In allen
Büchern über die numerische Lösung von partiellen Differenzialgleichungen
nimmt diese Klasse einen breiten Raum ein, so z.B. in [66], [42], [48], [24] und
[37]. Es gibt darüber hinaus Bücher nur über Differenzenverfahren, wie [41]
und [63] und die klassischen Werke von [49] und [51].

6.6 Beispiele und Aufgaben

Beispiel 6.9 (Vergleich verschiedener Gleichungssystemlöser, mit
Maple-Worksheet). In diesem Beispiel wird die Leistungsfähigkeit der in
Kapitel vorgestellten Gleichungssystemlöser untersucht. Hierfür wird noch
einmal Beispiel 6.1 verwendet, in welchem wir die Verbiegung einer Mem-
bran berechnet hatten. Im zugehörigen Worksheet wurde das Gauß-Seidel-
Verfahren zur Lösung des linearen Gleichungssystems verwendet. In diesem
Beispiel wurde das Worksheet um das Jacobi- und das SOR-Verfahren er-
weitert. Als Abbruchkriterium wird bei allen Rechnungen die Bedingung
up+1
i,j − up

i,j <= ε ∀ (i , j ) verwendet. Zwar wäre es hier auch möglich, die
exakte Lösung zu verwenden, jedoch steht diese normalerweise nicht zur Ver-
fügung. Für ε = 10−5 ergeben sich z.B. folgende Iterationszahlen:

Verfahren Iterationszahl

Jacobi 352

Gauß-Seidel 213

SOR 45

Hier ist klar ersichtlich, wie stark sich die Verfahren unterscheiden. Das SOR-
Verfahren benötigt deutlich weniger Iterationen und damit deutlich weniger
Rechenzeit. Dieser Trend setzt sich bei höheren Genauigkeitsforderungen so
fort. �
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Aufgabe 6.1. Bestimmen sie das CIR-Verfahren für die Wellengleichung

utt − c2uxx = 0 .

Lösung: Zunächst führen wir eine einfache Substitution durch, um die par-
tielle Differenzialgleichung zweiter Ordnung in ein System erster Ordnung zu
überführen. Wir setzen hierzu

p = ut ,

q = cux .

Hiermit ergibt sich dann die Wellengleichung als System 1.Ordnung

pt − cqx = 0
qt − cpx = 0

formulieren. Dieses System von hyperbolischen Differenzialgleichungen kann
man dann auch in der Vektor-Matrix-Form schreiben:(

p
q

)
t

+
(

0 −c
−c 0

)(
p
q

)
x

= 0 .

Die Eigenwerte der Matrix des Systems kann man leicht als λ1 = −c und
λ2 = c bestimmen, womit sich die Matrix der Eigenvektoren zu

R =
(

1 1
−1 1

)

ergibt. Die Matrizen A+ und A− ergeben sich dann nach der Herleitung des
CIR-Verfahrens in (6.63) zu

A+ =
c
2

(
1 −1
−1 1

)
und A− =

c
2

(−1 −1
−1 −1

)
.

Nach Gleichung (6.63) kann man dann das CIR-Verfahren für die Wellenglei-
chung angeben:

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

A+
(
un

i − un
i−1

)− ∆t
∆x

A− (un
i+1 − un

i

)
,

wobei u den Vektor mit den Komponenten p und q bezeichnet. �
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Aufgabe 6.2. Gegeben sei das RWP für die Poisson-Gleichung im Innern
des Einheitsquadrates I 2

−uxx − uyy = −x 2 − y2 + x + y ,

u(x , y) = 0 auf dem Rand von I 2 .

Die exakte Lösung lautet in disem Fall:

u(x , y) =
1
2

x (x − 1)y(y − 1) .

1. Lösen sie das RWP mit dem Differenzenverfahren für die Werte

∆x = ∆y = 1
10 , ∆x = ∆y = 1

20 ,
∆x = ∆y = 1

40 , ∆x = ∆y = 1
100 .

2. Vergleichen sie die numerische Lösung mit der exakten Lösung des Pro-
blems. Welche Aussagen über die Genauigkeit kann man in Abhängigkeit
der Schrittweite machen? �

Aufgabe 6.3. Gegeben sei das RWP für die Poisson-Gleichung im Innern
des Einheitsquadrates I 2

−uxx − uyy = 2π2 sin(πx ) sin(πy) ,

u(x , y) = 0 auf dem Rand von I 2 .

Die exakte Lösung ist gegeben durch

u(x , y) = sin(πx ) sin(πy) .

1. Lösen sie dieses Problem mit dem Differenzenverfahren für die Werte

∆x = ∆y = 1
10 , ∆x = ∆y = 1

20 ,
∆x = ∆y = 1

40 , ∆x = ∆y = 1
100 .

2. Vergleichen sie die numerische Lösung mit der exakten Lösung des Pro-
blems. Welche Aussagen über die Genauigkeit kann man in Abhängigkeit
der Schrittweite machen? �

Aufgabe 6.4. 1. Führen sie für das 2-Elektroden-System ohne Zwischen-
elektrode ein (6x5)-Gitter ein und erstellen sie ein Differenzenverfahren
für die Werte ΦA = 10V ; ΦK = 2V .

2. Lösen sie das LGS mit dem Jacobi-Verfahren, dem Gauß-Seidel-Verfahren
und dem SOR-Verfahren (w = 1.3).



286 6 Differenzenverfahren

3. Lösen sie das LGS für das 3-Elektroden-System mit Zwischenelektrode
(ΦA = 10V , ΦK = 2V , ΦZ = 0V ) mit dem Jacobi-Verfahren, dem Gauß-
Seidel-Verfahren und dem SOR-Verfahren.

Lösung: Maple-Worksheet �

Aufgabe 6.5. Berechnen sie die Temperaturverteilung für einen bei x = 0
und x = 1 eingespannten Metallstab (κ = 1.14), der an den Stirnseiten auf
Temperatur ul = 0 und ur = 0 gehalten wird. Die Anfangstemperatur sei

u(x , 0) = 2 sin(3πx ) + 5 sin(8πx ) für x ∈ [0, 1] .

Führen sie dies mit dem expliziten, dem impliziten und dem Crank-Nicolson-
Verfahren aus. Die exakte Lösung wurde in Beispiel 4.4 abgeleitet.

Lösung: Die Lösung ist durch ein Maple-Worksheet gegeben. Wird für
das explizite Verfahren die Schrittweitenbedingung verletzt, so ergeben sich
wie erwartet Oszillationen, deren Amplituden anwachsen. Wie die Stabilitäts-
theorie aussagt, zeigt das voll-implizite Verfahren auch für große Schrittweiten
keine Instabilitäten. Wird bei dem Crank-Nicolson-Verfahren die Zeitschritt-
weite sehr groß gewählt, dann ergeben sich am Anfang leichte Oszillationen,
deren Amplitude allerdings mit der Zeit schnell kleiner werden. Neben der
Stabilitätsbedingung ist die Genauigkeit ein Kriterium für die Schrittweite.
Ist man an der instationären Lösung interessiert, dann darf die Zeitschritt-
weite nicht zu groß gewählt werden. �

Aufgabe 6.6. Man zeige mit Hilfe der von von Neumannschen Stabilitäts-
analyse, dass das voll-implizite Verfahren für die lineare Transportgleichung

un+1
i − un

i

∆t
+ a

un+1
i+1 − un+1

i−1

2∆x
= 0

ohne Bedingung stabil ist. �

Aufgabe 6.7. Man berechne das Anfangswertproblem für die lineare Trans-
portgleichung

ut +
1
2

√
tux = 0, u(x , 0) = e−(x−4)2 für x ∈ [0, 10]

im Zeitintervall [0, 10] mit dem CIR-Verfahren, dem voll-impliziten Verfah-
ren, dem Crank-Nicolson-Verfahren und dem Lax-Wendroff-Verfahren. Man
vergleiche mit der exakten Lösung nach Beispiel 4.7.

Lösung: Maple-Worksheet �



7 Finite-Elemente-Methode

Wir haben die Methode der finiten Elemente schon in Kapitel 3.8 zum Lö-
sen gewöhnlicher Randwertprobleme eingeführt und eingesetzt. Das eigentli-
che Anwendungsgebiet sind jedoch die partiellen Differenzialgleichungen und
zwar vorzugsweise die elliptischen Randwertprobleme. Wie im eindimensio-
nalen Fall zeigen wir die Finite-Elemente-Methode (FE-Methode) in Kom-
bination mit dem Ritzschen Verfahren. Wie dort beschrieben sind die FE-
Verfahren auch mit dem Galerkin-, Least Square oder Kollokations-Ansatz
kombinierbar, wobei die Näherungslösung mit lokalen Basisfunktionen, z.B.
den Hufunktionen, aufgebaut wird.

Die Grundidee bei der Finite-Elemente-Methode besteht darin, dass man als
Approximation für die Lösung eine kontinuierliche Funktion vorgibt. Man
führt somit eigentlich eine Diskretisierung des Funktionenraumes ein. Die
Definition der diskreten Anzahl von Basisfunktionen gründet sich dann aber
doch auf eine Raumdiskretisierung und auf ein Gitter. Die Einführung von
Basisfunktionen, welche nur auf einigen wenigen Gitterzellen Werte ungleich
Null haben, führt auf schwach besetzte Matrizen, welche dann mit bei den Dif-
ferenzenverfahren beschriebenen iterativen Lösungsverfahren schnell lösbar
sind. In Verallgemeinerung des eindimensionalen Falls wählt man als Basis-
funktionen im einfachsten zweidimensionalen Fall nun Pyramidenfunktionen,
wenn man das Gebiet in Dreiecke zerlegt. Damit nimmt man innerhalb eines
Elementes einen linearen Verlauf der Lösungsfunktion an. Die Superposition
der Pyramidenfunktionen, welche das Energiefunktional minimiert, ist dann
eine Näherung für die Lösung des RWP nach dem Ritzschen Verfahren.

Wir werden hier die FE-Methode für die numerische Lösung von elliptischen
Differenzialgleichungen behandeln und für die Anwendung auf parabolische
und hyperbolische Differenzialgleichungen auf die Literatur verweisen.

Wir starten mit der Variationsaufgabe

I (u) =
∫
Ω

f (x , y , z , u, ux , uy , uz ) dx dy dz
!
=minimal!
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Zu dieser Variationsaufgabe lässt sich über die Eulersche Differenzialglei-
chung

∂f
∂u

− ∂

∂x
fux

− ∂

∂y
fuy

− ∂

∂z
fuz

= 0

die zugehörige partielle Differenzialgleichung angeben. Für das inverse Pro-
blem der Variationsrechnung, also dem Übergang vom Randwertproblem zu
einer Variationsaufgabe, existiert nicht immer eine Lösung und falls sie exis-
tiert, ist es im Allgemeinen alles andere als trivial, sie herzuleiten. Nur für
solche Probleme, bei denen die Variationsaufgabe bekannt ist, lässt sich das
Ritzsches Verfahren anwenden.

Im Folgenden gehen wir von dem Randwertproblem (RWP) der verallgemei-
nerten Poisson- oder Helmholtz-Gleichung aus:

− ∆u(x , y) + cu(x , y) = f (x , y) im Innern des Gebiets Ω (c ≥ 0) ,(7.1)
u(x , y) = 0 auf dem Rand von Ω . (7.2)

Wie man mit der Eulerschen Differenzialgleichung nachprüfen kann, ist die
zum RWP gehörende Variationsaufgabe

F (u) =
∫
Ω

(∇u · ∇u) + c u u) dxdy − 2
∫
Ω

u f dxdy . (7.3)

Definiert man das Skalarprodukt

< f , g >:=
∫
Ω

f (x , y)g(x , y)dxdy (7.4)

und die positiv definite, symmetrische Bilinearform

[u, v ] =
∫
Ω

(∇u · ∇v) + c uv) dxdy , (7.5)

so lautet das Energiefunktional

F (u) = [u, u] − 2 < u, f > . (7.6)

F nimmt den kleinsten Wert genau für die Lösung des RWP an! Also gilt:
u Lösung des RWPs ⇔ F (u) ≥ F (u) für alle u ∈ DL = {u : [a, b] → R :
zweimal stetig differenzierbar mit u(a) = u(b) = 0}.
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Minimierung des Energiefunktionals. Da man in der Regel das Mini-
mum u von F (u) nicht unter allen zweimal stetig differenzierbaren Funk-
tionen mit u(x , y) = 0 auf dem Rand von Ω bestimmen kann, wählt man
sich eine kleinere Klasse von Funktionen und sucht das Minimum in dieser
kleineren Klasse:

1. Bei der Finiten-Elemente-Methode wählt man sich einen endlich dimen-
sionalen Unterraum S ⊂ DL mit dim S = m. Sei u1, . . . , um eine Basis
von S , so gibt es zu jedem u ∈ S Koeffizienten δ1, . . . , δm mit

u(x , y) =
m∑

i=1

δiui(x , y) . (7.7)

Dann lautet das Problem: Bestimme in S ein Minimum u von F mit
F (u) ≥ F (u) für alle u ∈ S . Die spezielle Wahl des Unterraums setzt eine
konkrete Unterteilung des Gebietes Ω in Teilgebiete Ωi mit Ω =

⋃
Ωi

voraus, sowie die Spezifikation der Basisfunktionen auf den Teilgebieten.

2. Setzt man die Funktion u(x , y) in das Energiefunktional ein, so erhält
man eine Funktion

Φ(δ1, . . . , δm) := F (δ1u1 + · · · + δmum),

die nur noch von den unbekannten Koeffizienten δ1, . . . , δm , auch
Freiheitsgrade genannt, abhängt. Für das Minimum der Funktion
Φ(δ1, δ2, ..., δm) müssen alle partiellen Ableitungen nach den Variablen
verschwinden:

∂Φ

∂δi
= 0 für alle i = 1, ... ,m . (7.8)

3. Für lineare partielle Differenzialgleichungen erhält man somit ein lineares
Gleichungssystem

Aδ = r (7.9)

für die unbekannten Koeffizienten δ1, δ2, ..., δm . Ist δ = (δ1, . . . , δm) die
Lösung des LGS, dann ist

u(x , y) = δ1u1(x , y) + · · · + δmum(x , y)

das gesuchte Minimum von F auf S .

Die oben geführte Diskussion spezifiziert weder die Zerlegung des Gebietes
Ω noch die spezielle Wahl der Basisfunktionen ui . Im Folgenden diskutie-
ren wir für die Poisson-Gleichung zum Einen eine Zerlegung des Gebietes
in gleichmäßige Dreiecke (Triangulierung) mit linearen Basisfunktionen. Dies
geschieht einmal über die Interpretation der Basisfunktionen als Pyramiden-
funktionen mit einer Überlappung der Basisfunktionen wie im eindimensio-
nalen Fall (7.1). Wir interpretieren anschließend den Ansatz um, indem wir
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die Dreiecke separat betrachten und die Funktion abschnittsweise nur auf den
einzelnen Dreiecken (Elementen) definieren (7.2). In diesem Fall hat man kei-
ne Überlappung der Elementfunktionen, muss dafür aber alle an einen Punkt
angrenzenden Dreiecke beim Aufstellen des Gleichungssystems berücksichti-
gen. Dieses Aufsummieren der Beiträge nennt man Assemblierung.

Zum Anderen diskutieren wir eine Zerlegung des Gebietes in gleichmäßige
Rechtecke mit bilinearen Elementfunktionen (7.3). Abschließend behandeln
wir die verallgemeinerte Poisson-Gleichung mit einer Zerlegung des Gebietes
in beliebige Dreiecke und der Wahl von quadratischen Elementfunktionen
(7.4).

7.1 Triangulierung mit linearen Basisfunktionen

In diesem Abschnitt diskutieren wir ein Randwertproblem für die Poisson-
Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen

− ∆u(x , y) = f (x , y) im Innern des Einheitsquadrates I 2, (7.10)
u(x , y) = 0 auf dem Rand von I 2 (7.11)

mit der Inhomogenität

f (x , y) = 8π2 sin(2πx ) sin(2πy) .

Zum anschließenden Vergleich der Finite-Elemente-Lösung mit dem exakten
Ergebnis geben wir die analytische Lösung des RWP an. Wie man durch
Einsetzen direkt nachprüfen kann, lautet sie

u(x , y) = sin(2πx ) sin(2πy).

Das zum RWP gehörende Energiefunktional vereinfacht sich für die Poisson-
Gleichung zu

F (u) = [u, u] − 2 < u, f >

mit
[u, v ] =

∫
Ω

(∇u · ∇v) dxdy .

Diskretisierung des Rechengebietes. Für die Zerlegung des Gebietes
wählen wir eine gleichmäßige Unterteilung in Dreiecke, wie es in Abbildung
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P1

P2

P3

P5

P4

P6

Pi

h
h

Abb. 7.1. Gleichförmiges Gitter mit Dreiecke (h = 1/N )

7.1 zu sehen ist. Dabei ist h = ∆x = ∆y = 1/N , wenn N die Anzahl der
Intervalle in x - bzw. y-Richtung bezeichnet.

Basisfunktionen. Durch die Triangulierung wird das Gebiet I 2 in einzelne
Gitterzellen oder Elemente zerlegt. Nun müssen zu dieser Unterteilung die
Elementfunktionen angegeben werden. Zum Punkt Pi spezifizieren wir das
in Abbildung 7.1 grau unterlegt Sechseck mit Pi als Zentrum und den Eck-
punkten Pk , k = 1, . . . , 6. Die zum Punkte Pi gehörende Basisfunktion ui

legen wir durch die Eigenschaft fest, dass

ui(Pj ) =
{

0 für i �= j
1 für i = j ,

wobei der Verlauf zwischen den Punkten als linear angenommen wird. Durch
diese Definition hat die Basisfunktion ui(x , y) die Form einer Pyramide mit
sechseckiger Grundfläche, wie sie in Abbildung 7.2 dargestellt ist.

Im Folgenden bezeichnen wir mit dem Träger Ti der Basisfunktion den Ab-
schluss des Bereichs, in dem die Funktion ui = ui(x , y) von Null verschiedene
Werte annimmt. Die entspricht genau dem grau unterlegten Sechseck in Abb.
7.2. Durch die Linearkombination aller Basisfunktionen ui = ui(x , y), i =
1, ...,m, erhalten wir den Ansatz für die Lösung des Variationsproblems

u(x , y) =
m∑

i=1

δiui(x , y)

mit den unbekannten Koeffizienten δi , i = 1, ...,m. Die Koeffizienten δi sind
genau die Funktionswerte der gesuchten Lösung der Poisson-Gleichung in
den Punkten Pi . Nach dem Variationsprinzip müssen sie so bestimmt wer-
den, dass u = u(x , y) das Minimum des Energiefunktionals in S ergibt.
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Pi

1

Ti

u(x,y)i

Abb. 7.2. Pyramide als Basisfunktion mit sechseckiger Grundfläche

Einsetzen in das Energiefunktional. Wir setzen daher u(x , y) =∑m
i=1 δiui(x , y) in F (u) ein und erhalten die Funktion Φ durch

Φ(δ1, . . . , δm) := F (δ1u1 + · · · + δmum) =

= [
m∑

i=1

δiui ,
m∑

j=1

δjuj ] − 2 <
m∑

k=1

δkuk , f >

=
m∑

i=1

m∑
j=1

δiδj [ui , uj ] − 2
m∑

k=1

δk < uk , f > .

Bei der Rechnung setzen wir die Bilinearität von [ , ] und < , > ein. Die
Funktion Φ hängt nur noch von den unbekannten Koeffizienten δ1, . . . , δm
ab. Für das Minimum der Funktion Φ(δ1, δ2, ..., δm) müssen alle partiellen
Ableitungen nach den Variablen verschwinden, d.h.

∂(Φ)
∂δi

= 0 für alle i = 1, ..., m bzw. ∇Φ = 0 .

Führt man wie im eindimensionalen Fall die Vektoren δ und r sowie die
Matrix A

δ :=

⎡⎣ δ1

. . .
δm

⎤⎦ , r :=

⎡⎣ < u1, f >
. . .

< um , f >

⎤⎦ ; A := ([ui , uj ])i,j

ein, so gilt
∇Φ = 0 ⇔ Aδ = r .

Ist also δ = (δ1, . . . , δm)T , wobei der hochgestellte Index T wieder den Trans-
ponierten des Zeilenvektors bezeichnet, die Lösung des linearen Gleichungs-
systems Aδ = r,
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dann ist
u(x , y) = δ1u1(x , y) + · · · + δmum(x , y)

das gesuchte Minimum von F in S .

Aufstellen des linearen Gleichungssystems. Um die Matrix A und die
rechte Seite r des LGS

Aδ = r

bzw. die i -te Gleichung

δ1[ui , u1] + δ2[ui , u2] + . . . + δm [ui , um ] =< ui , f >

aufzustellen, müssen die Koeffizienten [ui , uj ] und < ui , f > für die Pyrami-
denfunktionen berechnet werden. Nur wenn sich die Träger der Pyramiden-
funktionen ui und uj überlappen, sind die Koeffizienten ungleich Null: Dies
ist dann der Fall, wenn die Punkte Pi und Pj benachbart sind.

Bei der Berechnung gehen wir von einem allgemeinen Punkt Pi mit den
benachbarten Punkten P1, . . . ,P6 aus (siehe Abbildung 7.3). Der Träger von
ui , Ti =

⋃6
k=1 ∆k , setzt sich aus den sechs an den Punkt Pi angrenzenden

Dreiecken ∆k zusammen, die in Abbildung 7.3 grau unterlegt sind. Um

[ui , uj ] =
∫
Ω

(∇ui · ∇uj ) dxdy

zu berechnen, benötigen wir nicht die Funktionsvorschrift von ui bzw. uj ,
sondern lediglich die Gradienten der Funktionen auf den Flächen ∆k . Da die
Basisfunktionen auf diesen Dreiecken lineare Funktionen darstellen, ist der
Gradient dort konstant. In Tabelle 7.1 sind die Gradienten für alle an den
Punkt Pi angrenzenden Elemente ∆k angegeben.

Da die Basisfunktionen außerhalb ihres Trägers Null sind, reduziert sich die
Auswertung des Integrals über den Bereich Ω auf Ti ∩ Tj . Im Einzelnen
erhalten wir mit den Gradienten aus Tabelle 7.1:

[ui , ui ] =
∫
Ω

(∇ui · ∇ui)dxdy =
∫
Ti

(∇ui · ∇ui)dxdy

=
6∑

k=1

∫
∆k

(∇uk · ∇uk )dxdy =
6∑

k=1

(∇uk · ∇uk )
∫

∆k

dxdy

=
1
2
h2(

1
h2

+
1
h2

+
2
h2

+
1
h2

+
1
h2

+
2
h2

) = 4

und
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P1

P2

P3

P5

P4

P6

∆6

∆5 ∆3

∆4

∆2

∆1

Abb. 7.3. Alle an den Punkt Pi angrenzenden Elemente ∆k

Element Gradient

∆1 :

0
@ 0

1
h

1
A

∆2 :

0
@− 1

h

0

1
A

∆3 :

0
@− 1

h

− 1
h

1
A

Element Gradient

∆4 :

0
@ 0

− 1
h

1
A

∆5 :

0
@

1
h

0

1
A

∆6 :

0
@

1
h

1
h

1
A

Tabelle 7.1. Gradienten für alle an den Punkt Pi angrenzenden Elemente ∆k

[ui , u1] =
∫
Ω

(∇ui · ∇u1)dxdy

=
∫

Ti∩T1

(...)dxdy =
∫

∆1

(...)dxdy +
∫

∆6

(...)dxdy

=
∫

∆1

(
0
1
h

)
·
(− 1

h− 1
h

)
dxdy +

∫
∆6

(
1
h
1
h

)
·
(

0
− 1

h

)
dxdy

= − 2
h2

1
2
h2 = −1
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bzw.

[ui , u5] =
∫
Ω

(∇ui · ∇u5)dxdy

=
∫

Ti∩T5

(...)dxdy =
∫

∆1

(...)dxdy +
∫

∆5

(...)dxdy

=
∫

∆1

(
0
1
h

)
·
(

1
h
0

)
dxdy +

∫
∆5

(− 1
h

0

)
·
(

0
− 1

h

)
dxdy = 0 .

Analog berechnet man [ui , u2] = [ui , u3] = [ui , u4] = 1 und [ui , u6] = 0.

Die rechten Seite < ui , f > des LGS ergibt sich aus

< ui , f > =
∫
Ω

ui(x , y) f (x , y) dxdy =
∫
Ti

ui(x , y) f (x , y) dxdy

=
6∑

k=1

∫
∆k

ui(x , y) f (x , y) dxdy =
6∑

k=1

f ∆k

∫
∆k

ui(x , y) dxdy ,

wenn f ∆k
der Mittelwert der Funktion f auf dem Dreieck ∆k ist. Das Volumen

der Pyramide ist 1/3×Grundfläche×Höhe, d.h.
∫

∆k
ui(x , y) dxdy = 1

3
1
2h2 1.

Folglich ist

< ui , f >= h2 1
6

6∑
k=1

f ∆k
= h2f i .

Zusammenfassend erhalten wir für den Punkt Pi die Gleichung

−δ1 − δ4 + 4δi − δ2 − δ3 = h2f i

bzw.
1
h2

(δ1 + δ4 − 4δi + δ2 + δ3) = −f i .

Dies ist genau der 5-Punkte-Stern des Laplace-Operators, den wir bereits
über die Differenzenmethode erhalten haben:

Allerdings steht nun auf der rechten Seite nicht mehr fi = f (xi , yi), sondern
ein Mittelwert f i = 1

6

∑6
k=1 f ∆k

über den Mittelwerten auf den Dreiecken ∆k .
Sind fk die Funktionswerte in den Punkten Pk , so ist in linearer Näherung
f ∆1

= 1
3 (fi + f1 + f5) usw., so dass
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1

11

1

-4

Abb. 7.4. 5-Punkte-Stern für den Laplace-Operator

f i =
1
9

6∑
k=1

fk +
1
3
fi

gilt.

Beispiel 7.1 (Mit Maple-Worksheet). Im Worksheet ist das linear Glei-
chungssystem für eine gleichmäßige Triangulierung des Einheitsquadrates mit
den Pyramidenfunktionen als Basisfunktionen aufgestellt.

Dabei werden sowohl in x - als auch in y-Richtung N = 20 Unterteilungen
vorgenommen. Die Punkte sind als zweidimensionales Feld gespeichert, Pi,j =
(xi,j , yi,j ), xi,j = (i − 1)h, yi,j = (j − 1)h, i , j = 1, ...,N + 1 mit h = 1

N .
Der erste Index ist der Zeilenindex und der zweite der Spaltenindex. Die
unbekannten Koeffizienten lauten dann δi,j . Das LGS wird mit dem SOR-
Verfahren gelöst, indem man zuerst die Gleichung für den Punkt Pi,j nach
δi,j auflöst

δi,j =
1
4
(h2f i,j + δi−1,j + δi+1,j + δi,j−1 + δi,j+1)

und dann iteriert. Im Worksheet wird diese Lösung mit der exakten Lösung
des Problems u(x , y) = sin(2πx ) sin(2πy) grafisch verglichen. Die dreidi-
mensionale Darstellung der numerischen Lösung ergibt sich auf dem 21 × 21
Gitter aus Abbildung 7.5.

7.2 Triangulierung mit linearen Elementfunktionen

Im Hinblick auf die Einführung von Funktionen höherer Ordnung (biline-
ar und quadratisch) ist eine modifizierte Betrachtungsweise der Ansatz-
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Abb. 7.5. Numerische Lösung der Poisson-Gleichung

funktionen geeigneter, indem sie nicht als Pyramidenfunktionen mit Träger
Ti =

⋃6
k=1 ∆k definiert werden, sondern als Elementfunktionen jeweils nur

auf einem Dreieck (Element), d.h. der Träger der Elementfunktionen uj (x , y)
ist ∆j .

Das Integral der Variationsaufgabe zerfällt dann in Teilintegrale über die
Elemente ∆j (j = 1, ...,m); die Elementfunktionen überlappen sich nicht:

[u, u] =
∫
Ω

(∇u · ∇u)dxdy =
m∑

j=1

∫
∆j

(∇uj · ∇uj )dxdy

< u, f > =
∫
Ω

u(x , y) f (x , y) dxdy =
m∑

j=1

∫
∆j

uj f dxdy .

Für die lineare Elementfunktion uj (x , y) eines Dreiecks ∆j müssen drei Ko-
effizienten c0, c1, c2 gefunden werden, so dass

uj (x , y) = c0 + c1x + c2y

mit
uj (P0) = δ0, uj (P1) = δ1, uj (P2) = δ2 .

Damit hat man innerhalb des Dreiecks ∆j einen linearen Verlauf und
δ0, δ1, δ2 sind wieder die Werte der gesuchten Funktion an den Knoten-
punkten. Die Träger der Elementfunktionen überlappen sich zwar nicht, um
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P1

P2

P0

∆j

Abb. 7.6. Dreieck ∆j mit den Eckpunkten P0, P1 und P2.

aber die Bestimmungsgleichung für die Unbekannte δi im Punkt Pi zu erhal-
ten, müssen die Beiträge aller zum Punkte Pi gehörenden Elemente (siehe
Abbildung 7.3) berücksichtigt werden. Dieses Zusammenfassen nennt man
wiederum Assemblierung.

Bei einer gleichmäßigen Triangulierung des Einheitsquadrates I 2 ist der Bei-
trag von δi zum Energiefunktional

Φ(δi) =
6∑

k=1

(
∫

∆k

(∇uk · ∇uk )dxdy − 2
∫

∆k

uk f dxdy)

⇒ ∂Φ

∂δi
(δi) =

6∑
k=1

∂

∂δi
(
∫

∆k

(∇uk · ∇uk )dxdy − 2
∫

∆k

uk f dxdy) = 0 .

Somit stellt man für jedes an den Punkt Pi angrenzende Dreieck ∆k die
Elementfunktion uk auf, berechnet die Integrale

∫
∆k

(∇uk · ∇uk )dxdy und∫
∆k

uk f dxdy , differenziert nach δi und summiert alle Beiträge zu Null auf.

In Abbildung 7.3 sind alle an den Punkt Pi angrenzenden Dreiecke ∆k ange-
geben. Die Funktionswerte der Elementfunktionen in den Ecken des Trägers
lauten δ1, ..., δ6; der Funktionswert im Punkte Pi in der Mitte des Trägers
ist δi .

Wir stellen exemplarisch die Rechnung für das Dreieck ∆2 mit der Ele-
mentfunktion z2 vor: Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass der
Punkt Pi die Koordinaten (0, 0) besitzt. Die Funktionswerte in den Punkten
Pi = (0, 0), P5 = (h,−h) und P2 = (h, 0) lauten δi , δ5 und δ5.
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Die Ebene, die durch die Funktionswerte aufgespannt wird, lässt sich in Vek-
torschreibweise einfach angeben:

∆2 :

⎛⎝ x
y
z

⎞⎠ =

⎛⎝ 0
0
δi

⎞⎠+ λ

⎛⎝ h
−h

δ5 − δi

⎞⎠+ µ

⎛⎝ h
0

δ2 − δi

⎞⎠ .

Schreibt man diese Ebenengleichung in Komponenten und ersetzt in der 3.
Komponente λ und µ, erhält man

z2(x , y) = δi +
1
h

(δ2 − δi)x +
1
h

(δ2 − δ5)y

⇒ ∇z2 =
1
h

(
δ2 − δi
δ2 − δ5

)
.

Für das Dreieck ∆2 ergibt sich damit∫
∆2

(∇z2 · ∇z2)dxdy =
1
h2

((δ2 − δi)2 + (δ2 − δ5)2)
1
2
h2

∫
∆2

z2 f dxdy = f ∆2

∫
∆2

z2 dxdy = f ∆2

1
6
h2(δi + δ2 + δ5)

bzw.

∂

∂δi
(
∫

∆2

(∇z2 · ∇z2)dxdy − 2
∫

∆2

z2 f dxdy) = (δi − δ2) − 2f ∆2

1
6
h2 .

Analog zum Dreieck ∆2 mit der Elementfunktion z2 werden die Funktions-
gleichungen für z1, z3, z4, z5, z6 aufgestellt und die zugehörigen Gradienten be-
stimmt. In Tabelle 7.2 sind alle zum Punkte Pi angrenzenden Dreiecke (vgl.
Abbildung 7.3) mit den Gradienten der Elementfunktionen angegeben.

Für den Spezialfall δi = 1 und δ1 = ... = δ6 = 0 ergeben sich genau die Gra-
dienten der Pyramidenfunktion in Tabelle 7.2. Damit folgt für die Integrale
auf den anderen angrenzenden Elementen
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Gradient auf dem Element

∆1 : ∇ z1 = 1
h

0
@ δ5 − δ1

δi − δ1

1
A

∆2 : ∇ z2 = 1
h

0
@ δ2 − δi

δ2 − δ5

1
A

∆3 : ∇ z3 = 1
h

0
@ δ2 − δi

δ3 − δ1

1
A

Gradient auf dem Element

∆4 : ∇ z4 = 1
h

0
@ δ3 − δ6

δ3 − δi

1
A

∆5 : ∇ z5 = 1
h

0
@ δi − δ4

δ6 − δ4

1
A

∆6 : ∇ z6 = 1
h

0
@ δi − δ4

δi − δ1

1
A

Tabelle 7.2. Gradienten der Elementfunktionen zum Punkte Pi

∆1 :
∂

∂δi
(
∫

∆1

(...)dxdy − 2
∫

∆1

z1 f dxdy) = (δi − δ1) − 2f ∆1

1
6
h2 ,

∆3 :
∂

∂δi
(
∫

∆3

(...) dxdy − 2
∫

∆3

z3 f dxdy) = (2δi − δ2 − δ3) − 2f ∆3

1
6
h2 ,

∆4 :
∂

∂δi
(
∫

∆4

(...) dxdy − 2
∫

∆4

z4 f dxdy) = (δi − δ3) − 2f ∆4

1
6
h2 ,

∆5 :
∂

∂δi
(
∫

∆5

(...) dxdy − 2
∫

∆5

z5 f dxdy) = (δi − δ4) − 2f ∆5

1
6
h2 ,

∆6 :
∂

∂δi
(
∫

∆6

(...) dxdy − 2
∫

∆6

z6 f dxdy) = (2δi − δ4 − δ1) − 2f ∆6

1
6
h2 .

Berücksichtigt man alle zum Punkte Pi angrenzenden Dreiecke, so folgt aus
∂

∂δi
Φ(δi) = 0:

−2δ1 − 2δ4 + 8δi − 2δ2 − 2δ3 − 2h2 1
6

6∑
i=1

f ∆i
= 0

bzw.
1
h2

(δ1 + δ4 − 4δi + δ2 + δ3) = −f ,

wenn f = 1
6

∑6
i=1 f ∆i

ein mittlerer Funktionswert von f . Dies führt für den
Punkt Pi bzw. der Unbekannten δi wieder genau auf den 5-Punkte-Stern, den
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wir auch mit dem Ansatz über die Basisfunktionen (=Pyramidenfunktionen)
im Abschnitt 7.1 erhalten haben.

Beispiel 7.2 (Mit Maple-Worksheet). Im Worksheet ist das Erstellen
der Ebenengleichungen für die Dreiecke, das Aufstellen der Elementfunktio-
nen, die Berechnung der Gradienten und der zugehörigen Integrale durchge-
führt. �

7.3 Rechteckzerlegung mit bilinearen Elementen

Wir lösen nochmals das Randwertproblem für die Poisson-Gleichung mit ho-
mogenen Dirichlet-Randwerte:

−∆u(x , y) = 8π2 sin(2πx ) sin(2πy) in I 2 ,

u(x , y) = 0 auf dem Rand von I 2 .

und zerlegen das Einheitsquadrat I 2 jetzt in einzelne Quadrate mit der Sei-
tenlänge h = 1/N , wie dies in Abbildung 7.7 skizziert ist.

Pi

h
h

Abb. 7.7. Gleichmäßiges Rechteckgitter

Wir betrachten den Fall, bei dem die Elementfunktionen auf jedem Quadrat
bilinear sind:

u(x , y) = c0 + c1x + c2y + c3xy .

Dieser Ansatz ist sinnvoll, denn durch die Vorgabe der Funktionswerte in den
Eckpunkten ist u(x , y) in jedem Quadrat eindeutig bestimmt und stetig.
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P1

P2

P3

P5

P4

P6

Pi

1

2

P8

P7

4

3

(a) Punkte

1

2

4

3

δ3

δ2δ4

δ6

δ1

δ5

δ7

δ8

δi

(b) Funktionswerte

Abb. 7.8. Punkt Pi mit den angrenzenden Elementen �1, ..., �4

Bei der gleichmäßigen Zerlegung des Einheitsquadrates I 2 in quadratische
Elemente ist der Beitrag von δi zum Energiefunktional

Φ(δi) =
4∑

k=1

(
∫
�k

∇uk · ∇ukdxdy − 2
∫
�k

uk f dxdy) .

Damit lautet die Bestimmungsgleichung für die Unbekannte δi

∂Φ

∂δi
(δi) =

4∑
k=1

∂

∂δi
(
∫
�k

∇uk · ∇uk dxdy − 2
∫
�k

uk f dxdy) = 0 . (7.12)

In Abbildung 7.8(b) sind alle an den Punkt Pi angrenzenden Quadrate �k

angegeben. Die Funktionswerte der Elementfunktionen in den Ecken der Qua-
drate lauten δ1, ..., δ8; der Funktionswert im Punkte Pi ist δi .

Wir stellen exemplarisch die Rechnung für das Quadrat �1 mit der Element-
funktion z1 auf. Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass der Punkt
Pi die Koordinaten (0, 0) besitzt. Die Details der Rechnung sind im Maple-
Worksheet zu finden. Wir geben hier nur die Ergebnisse an: Für die Element-
funktion z1 des Quadrates �1 müssen vier Koeffizienten c1, ..., c4 gefunden
werden, so dass

z1(x , y) = c0 + c1x + c2y + c3xy
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mit
z1(P1) = δ1, z1(P5) = δ5, z1(P2) = δ2, z1(P0) = δi .

Wie man direkt nachprüfen kann, erfüllt die Funktion

z1(x , y) = δi +
1
h

(δ2 − δi)x +
1
h

(δi − δ1)y +
1
h2

(δ2 − δ5 + δ1 − δi)x y

diese Forderungen. Folglich ist

∇ z1 =

⎛⎝ 1
h (δ2 − δi) + 1

h2 (δ2 − δ5 + δ1 − δi)y

1
h (δi − δ1) + 1

h2 (δ2 − δ5 + δ1 − δi)x

⎞⎠
und damit ∫

�1

∇z1 · ∇z1 dxdy =

0∫
y=−h

h∫
x=0

∇z1 · ∇z1 dxdy =

=
2
3
δ2
i +

2
3
δ2
1 +

2
3
δ2
2 +

2
3
δ2
5 − 2

3
δiδ5 − 2

3
δ2δ1

−1
3
δ5δ1 − 1

3
δ2δi − 1

3
δ2δ5 − 1

3
δiδ1

⇒ ∂

∂δi

∫
�1

∇z1 · ∇z1 dxdy =
4
3
δi − 2

3
δ5 − 1

3
δ2 − 1

3
δ1 .

Für das zweite Integral ergibt sich

−2
∫
�1

z1 f dxdy = −2 f �1

∫
�1

z1 dxdy = −1
2

h2 f �1
(δi + δ1 + δ2 + δ5)

⇒ ∂

∂δi
(−2

∫
�1

z1 f dxdy) = −1
2

h2 f �1
.

Setzen wir nun alle Beiträge der zum Punkte Pi gehörenden Elementfunktio-
nen zusammen (Assemblieren), gilt

∂Φ

∂δi
(δi) = 0 �

4∑
k=1

∂

∂δi
(
∫
�k

∇uk · ∇ukdxdy − 2
∫
�k

uk f dxdy) = 0
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�
4
3
δi − 2

3
δ5 − 1

3
δ2 − 1

3
δ1 +

4
3
δi − 2

3
δ6 − 1

3
δ2 − 1

3
δ3+

4
3
δi − 2

3
δ7 − 1

3
δ3 − 1

3
δ4 +

4
3
δi − 2

3
δ8 − 1

3
δ4 − 1

3
δ1 − 1

2
h2

4∑
k=1

f �k
= 0 .

Dies ist offenbar gerade das lineare Gleichungssystem, welches bei Anwendung
eines Differenzenverfahrens mit dem 9-Punkte-Stern

1
3

1
3

1
3

1
3 − 8

3
1
3

1
3

1
3

1
3

und der rechten Seite

−h2 1
4

4∑
k=1

f �k
= −h2 f

entsteht.

Bemerkung: Solange die Gitterstruktur eine Regelmäßigkeit aufweist, die
logisch durch ein zweidimensionales Feld repräsentiert werden kann, führt die
Methode der Finiten-Elemente auf das gleiche LGS wie ein Differenzenver-
fahren. Bei allgemeinen Zerlegungen ist eine solche Zuordnung jedoch nicht
mehr möglich.

Beispiel 7.3 (Mit Maple-Worksheet). Die Lösung des RWP wird im
Worksheet mit Hilfe des oben diskutierten 9-Punkte-Sterns numerisch be-
stimmt, grafisch dargestellt sowie mit der exakten Lösung verglichen. �

7.4 Triangulierung mit quadratischen Elementen

In diesem Abschnitt betrachten wir das Randwertproblem für die verallge-
meinerte Poisson-Gleichung

− ∆u(x , y) + cu(x , y) = f (x , y) im Innern eines Gebiets Ω , (7.13)
u(x , y) = 0 auf dem Rand von Ω . (7.14)
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T1

T2

T3
Tm

Abb. 7.9. Triangulierung des Berechnungsgebiets

Wir gehen davon aus, dass das Berechnungsgebiet Ω trianguliert ist.

1. Elementfunktionen: Um die Gleichungen für einen Punkt aufzustellen,
beschränken wir uns im Folgenden auf ein beliebiges Dreieck Ti . Zu diesem
Dreieck bestimmen wir eine quadratische Elementfunktion:

ui(x , y) = c1 + c2x + c3y + c4x 2 + c5xy + c6y2 .

Da wir uns zunächst auf ein Dreieck beschränken, unterdrücken wir der Über-
sichtlichkeit wegen den Index i bei Ti und ui . Wenn man von quadratischen
Elementfunktionen auf Dreiecken ausgeht, hat man pro Dreieck 6 Koeffizi-
enten ci , i = 1, ..., 6 festzulegen. Daher reichen die 3 Eckpunkte des Dreiecks
nicht mehr aus.

Man führt deshalb auf den Seitenlinien der Dreiecke die Mittelpunkte in die
Betrachtung mit ein und fordert, dass die Elementfunktion in den 6 Knoten
P1,P2, ... ,P6 die Werte δ1, δ2, ... , δ6 annimmt. In Abbildung 7.10 sind die
Knotenpunkte des Dreiecks angegeben.

P

P

P

T

P

P

P
1 2

3

4

56

Abb. 7.10. Dreieck mit den 6 Knoten P1,P2, ... , P6

Es zeigt sich, dass man die Basisfunktionen für das Dreieck T am besten so
konstruiert, dass man sie als Linearkombination von 6 quadratischen Einzel-
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funktionen N1, . . . ,N6 zusammensetzt, welche die Eigenschaft besitzen, dass
Ni auf dem Punkt Pi den Wert eins und auf allen anderen 5 Punkten Null
liefert:

Ni(Pj ) =
{

0 für i �= j
1 für i = j für i , j = 1, . . . , 6 .

Es ist aber nicht offensichtlich, wie in einem beliebigen Dreieck solche Funk-
tionen N1, . . . ,N6 zu erklären sind.

2. Definition der Elementfunktionen im (ξ, η)-Gebiet: Um die Funk-
tionsausdrücke der Elementfunktionen aufzustellen, transformieren wir das
Dreieck T auf ein Normaldreieck T̃ :

P2

P3

P4

P1

P6

P5T

x

y

P2

P3

P1

T

ξ

η

Transformation

~ 1

1
~

~
~

Abb. 7.11. Transformation des Dreiecks T auf das Normaldreieck eT

Jeder Punkt im Dreieck T lässt sich darstellen durch die Vorschrift{
x = x1 + (x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η
y = y1 + (y2 − y1)ξ + (y3 − y1)η, 0 ≤ ξ + η ≤ 1

⇔
(

x − x1

y − y1

)
=
(

x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

)(
ξ
η

)
.

Durch Inversion der Matrix gilt(
ξ
η

)
=

1
J

(
y3 − y1 − (x3 − x1)
−(y2 − y1) x2 − x1

)(
x − x1

y − y1

)
mit

J = det
(

x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

)
.

Mit obigen Formeln hat man die Transformation von einem beliebigen Drei-
eck T mit den Ecken (P1(x1, y1),P2(x2, y2),P3(x3, y3)) ins Normaldreieck T̃ .
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Im Dreieck T̃ können die Formfunktionen N1, . . . ,N6 explizit angegeben
werden durch

N1(ξ, η) = (1 − ξ − η)(1 − 2ξ − 2η) ,

N2(ξ, η) = ξ(2ξ − 1) ,

N3(ξ, η) = η(2η − 1) ,

N4(ξ, η) = 4ξ(1 − ξ − η) ,

N5(ξ, η) = 4ξη ,

N6(ξ, η) = 4η(1 − ξ − η) .

Diese Funktionen sind im Maple- Worksheet dreidimensional dargestellt
und können dort unter verschiedenen Blickwinkeln betrachtet werden (siehe
Abbildung 7.4).

Abb. 7.12. Formfunktionen N1, . . . , N6 auf dem Element eT .

Die zum Dreieck T̃ gehörende Elementfunktion ũ ist dann als Linearkombi-
nation der Formfunktionen definiert durch

ũ(ξ, η) =
6∑

i=1

δi Ni(ξ, η) .

Um die Elementfunktion u(x , y) für das ursprüngliche Dreieck T zu erhalten,
könnten wir die Elementfunktion zurück transformieren. Im Anschluss daran
könnten dann die Integrale berechnet, die Assemblierung vorgenommen und
Φ(δi) nach δi differenziert werden, um das lineare Gleichungssystem Aδ = r
aufzustellen. Es zeigt sich jedoch, dass es für die Rechnung günstiger ist,
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im transformierten Gebiet zu bleiben und die Integrale ins (ξ, η)-Gebiet zu
übertragen.

3. Berechnung der Integrale: Um das LGS Aδ = r aufzustellen, müssen
zunächst für jede Elementfunktion u die Integrale

[u, u] =
∫
T

(∇u) · (∇u)dx dy +
∫
T

c u u dx dy ,

< u, f > =
∫
T

u f dx dy

berechnet werden. Somit sind für jedes Dreieck T drei Integrale zu bestim-
men:

I1 =
∫
T

(u2
x + u2

y )dx dy ,

I2 =
∫
T

u f dx dy ,

I3 = c
∫
T

u2 dx dy .

Um die Integrationen im (ξ, η)-Gebiet durchzuführen, ersetzen wir die Ab-
leitungen nach x und y durch Ableitungen nach ξ und η sowie

∫
T

. . . dx dy
durch

∫
eT . . . J dξ dη:

Transformation von I1 ins (ξ, η)-Gebiet: Wir wenden uns dem ersten
Integral zu. Durch die Transformation wird jede Funktion u(x , y) zu einer
Funktion in ξ und η

u = u(x (ξ, η), y(ξ, η)) .

Mit den Transformationsformeln für die partiellen Ableitungen

ux =
1
J

(yηuξ − yξuη) ,

uy =
1
J

(−xηuξ + xξuη)

mit yη = y2 − y1; yξ = y2 − y1; xη = x3 − x1; xξ = x2 − x1 erhalten wir∫
T

(u2
x + u2

y ) dx dy =
∫
eT

1
J 2

[(yηuξ − yξuη)2 + (−xηuξ + xξuη)2] J dξ dη

= . . . =
∫
eT

(αu2
ξ + 2βuξuη + γu2

η) dξ dη
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mit den Koeffizienten

α =
1
J

(x 2
η + y2

η ); β =
1
J

(xηxξ + yηyξ); γ =
1
J

(x 2
ξ + y2

ξ ) .

Da die Elementfunktion

ũ(ξ, η) =
6∑

i=1

δi Ni(ξ, η)

sich zusammensetzt aus den Formfunktionen Ni und den unbekannten Funk-
tionswerten δi an den Punkten P̃i , i = 1, ..., 6, des Dreiecks T̃ , ist

ũξ(ξ, η) =
6∑

i=1

δi
∂

∂ξ
Ni(ξ, η) = uT

e · Nξ ,

ũη(ξ, η) =
6∑

i=1

δi
∂

∂η
Ni(ξ, η) = uT

e · Nη ,

wenn wir zur Abkürzung der Summe die transponierten Vektoren

uT
e = (δ1, δ2, . . . , δ6),

Nξ = (
∂

∂ξ
N1(ξ, η),

∂

∂ξ
N2(ξ, η), . . . ,

∂

∂ξ
N6(ξ, η))t

bzw.
Nη = (

∂

∂η
N1(ξ, η),

∂

∂η
N2(ξ, η), . . . ,

∂

∂η
N6(ξ, η))t

einführen.

Setzt man ũξ und ũη in I1 ein, erhält man Integrale nur über die Ableitungen
∂
∂ξNi(ξ, η) bzw. ∂

∂ηNi(ξ, η):

I1 =
∫
T

(u2
x + u2

y ) dx dy = uT
e Se ue

mit der Elementmatrix Se := α S1 + β S2 + γS3, die auch in Anlehnung
an die Bezeichnung in der Statik Steifigkeitsmatrix genannt wird, und den
Teilmatrizen:

S1 :=
∫
eT

Nξ NT
ξ dξ dη

S2 :=
∫
eT

(Nξ NT
η + Nη NT

ξ )dξ dη

S3 :=
∫
eT

Nη NT
η dξ dη .
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Bei dieser kompakten Schreibweise ist zu beachten, dass z.B. Nξ ·NT
η nicht

das Skalarprodukt der Vektoren Nξ und Nη ist, sondern das dyadische Pro-
dukt in der Form der 6 × 6-Matrix:

Nξ · NT
η =

⎛⎜⎜⎜⎝
∂ξN1

∂ξN2

...
∂ξN6

⎞⎟⎟⎟⎠ · (∂ηN1, . . . , ∂ηN6) =

⎛⎜⎜⎜⎝
∂ξN1 ∂ηN1 . . . ∂ξN1 ∂ηN6

∂ξN2 ∂ηN1 ∂ξN2 ∂ηN6

...
...

∂ξN6 ∂ηN1 . . . ∂ξN6 ∂ηN6

⎞⎟⎟⎟⎠
Somit sind S1,S2,S3 bzw. Se jeweils 6 × 6-Matrizen und die entsprechenden
Integrale sind komponentenweise zu bilden.

Führt man die Integrationen über dem Dreieck T̃ durch, erhält man für die
Steifigkeitsmatrix zusammenfassend

Se =
1
6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3(α+β+γ) α+β β+γ −4(α+β) 0 −4(β+γ)

α+β 3α −β −4(α+β) 4β 0

β+γ −β 3γ 0 4β −4(β+γ)

−4(α+β) −4(α+β) 0 8(α+β+γ) −8(β+γ) 8β

0 4β 4β −8(β+γ) 8(α+β+γ) −8(α+β)

−4(β+γ) 0 −4(β+γ) 8β −8(α+β) 8(α+β+γ)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Transformation von I2 und I3 ins (ξ, η)-Gebiet: Auf die gleiche Art
werden die Integrale I2 und I3 berechnet:

I2 =
∫
T

u f dx dy = J
∫
eT

u(ξ, η) f (ξ, η) dξ dη = J f
∫
eT

6∑
i=1

δi Ni(ξ, η) dξ dη

= f J
6∑

i=1

δi

∫
eT

Ni(ξ, η) dξ dη = f uT
e J

∫
eT

Ne(ξ, η) dξ dη

= f uT
e be

mit dem Elementvektor

be = J
∫
eT

Ne(ξ, η) dξ dη =
J
6

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
0
0
1
1
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Für I3 ergibt sich

I3 = c
∫
T

u2(x , y) dx dy = c J
∫
eT

u2(ξ, η) dξ dη

= c J
∫
eT

(
6∑

i=1

δi Ni(ξ, η)) (
6∑

j=1

δj Nj (ξ, η)) dξ dη

= c J
∫
eT

uT
e NNT ue dξ dη

= c uT
e J

∫
eT

N NT dξ dη ue = uT
e c Me ue .

Dabei ist f der Mittelwert der Funktion über T̃ und Me nennt man wiederum
in Anlehnung an die Statik die Massenelementmatrix

Me = J
∫
eT

N NT dξ dη =
J

360

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
6 −1 −1 0 −4 0

−1 6 −1 0 0 −4
−1 −1 6 −4 0 0

0 0 −4 32 16 16
−4 0 0 16 32 16

0 −4 0 16 16 32

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

4. Aufbau des gesamten linearen Gleichungssystems: Verwendet man
quadratische Ansatzfunktionen u = u(x , y) für die Dreiecke T , so erhält man
als unbekannte Größen die Funktionswerte δ1, ..., δ6 an den 6 Punkten Pi des
Dreiecks: ui = u(Pi)

P

P

P

T

P

P

P
1 2

3

4

56

Abb. 7.13. Finites Element

Die unbekannten Größen werden zum Vektor ue zusammengefasst. Für jedes
Element (Dreieck Tj ) j = 1, . . . ,m erhält man die Steifigkeitsmatrix Se(j ),
die Massenelementmatrix Me(j ), die beide symmetrisch sind, und den Ele-
mentvektor be(j ). Die Gesamtsteifigkeitsmatrix A ergibt sich dann aus allen
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Se(j )+cMe(j ) und r aus den Werten f j be(j ), wenn f j = f |Tj
der Mittelwert

der Funktion über das Element Tj .

Der Aufbau von A und r heißt Kompilationsprozess. Die prinzipielle Vorge-
hensweise ist, dass man alle inneren Elemente nummeriert T1, . . . ,Tm . Al-
le inneren Punkte von Tj werden nummeriert gemäß obiger Zeichnung mit
Pj1 ,Pj2 , . . . ,Pj6 .

T1

T2

T3
Tm

Abb. 7.14. Finites Elemente Netz

Die Kunst bei der Nummerierung besteht darin, die Differenz der Indizes
zweier Punkte, die zum gleichen Dreieck gehören, möglichst klein zu halten,
was dann auf eine minimale Bandbreite des Koeffizientenmatrix A führt.

Bemerkungen:

1. Bei der Berechnung der Matrizen benötigt man Integrale der Form∫
eT ξpηqdξdη = p!q!

(p+q+2)! für p, q ∈ N0.

2. Bei der Überdeckung mit Parallelogrammen benötigt man analog∫
Q

ξpηqdξdη =
∫ 1

0

∫ 1

0
ξpηqdξdη = 1

(p+1)(q+1) .

3. Die Geometrie des Dreiecks erscheint nur in den Faktoren α, β, γ und J .

4. Konvergenzsatz: Ist u die exakte Lösung des RWP, us die Lösung des
Finite-Elemente-Verfahrens, hmax die maximale Seitenlänge der Elemen-
te, so gilt

us(x , y) → u(x , y) für hmax → 0 .

5. Hinsichtlich der Interpolations- und Fehlerabschätzungen sei auf die wei-
terführende, theoretische Literatur zur Methode der finiten Elemente
(z.B. [5]) verwiesen.
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7.5 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Die Finite-Elemente-Methoden haben sich in den letzten Jahren zum meist
benutzten Näherungsverfahren entwickelt. FE-Methoden werden in vielen
verschiedenen Ingenieurbereichen angewandt. Das Einsatzgebiet sind vor al-
lem Feldprobleme in der Festköpermechanik, der Statik und Dynamik, in der
Elektrotechnik und der Strömungsmechanik. So existieren viele kommerzielle
Software-Pakete, wie z.B. ABAQUS, ANSYS und NASTRAN und PERMAS.
Moderne CAD-Systeme bieten oft ein FE-Berechnungsmodul, um die Verfor-
mung von Bauteilen schon bei der Konstruktion analysieren zu können.

Der Vorteil von FE-Methoden ist ihre Flexibilität im Hinblick auf die Diskre-
tisierung des Rechengebietes und die einfache Berücksichtigung von Randbe-
dingungen. Dadurch, dass hier unstrukturierte Gitter mit unterschiedlichen
Gitterelementen benutzt werden können, ist die Berechnung von Problemen
in komplexen Geometrien möglich. Auch an die Lösung angepasste Gitter
können dabei eingeführt werden. Das unstrukturierte Gitter macht es mög-
lich, Gitterverfeinerungen lokal einzuführen. So lässt sich ein Dreieck einfach
in zwei oder drei neue Dreiecke unterteilen und ein neues verfeinertes Netz
definieren.

Wir haben hier Verfahren 2. Ordnung mit linearen Ansatzfunktionen und Ver-
fahren 3. Ordnung mit quadratischen Ansatzfunktionen beschrieben. Durch
eine weitere Erhöhung des Polynomgrades der Basisfunktionen können auch
Verfahren höherer Ordnung konstruiert werden. Im Bereich der Forschung
und zum Teil schon in modernen FE-Programmen kann man mit Gitterver-
feinerung und hoher Ordnung sehr effizient das Programm adaptiv an die
Lösung anpassen. Überall dort, wo die Lösung sehr glatt ist, wird eine hohe
Ordnung des Verfahrens sich sehr günstig auswirken, überall dort, wo sich
die Lösung stark ändert, muss das Gitter verfeinert werden. Gesteuert durch
lokale Fehlerberechnungen und der Analyse der Glattheit der Lösung kann
man dann eine lokale Gitterverfeinerung (h-refinement) oder eine lokale Er-
höhung des Grades der Polynome (p-refinement) ausführen. Dies sind aber
Methoden, welche augenblicklich vor allem noch im Bereich der Forschung zu
Hause sind.

Die Differenzenverfahren sind hier klar im Nachteil, da sie nur auf struktu-
rierten Gittern angewandt werden können. Gerade für komplexe Geometrien
hat man hier oft eine sehr aufwändige Gittererzeugung, die mehr Arbeit und
Zeit erfordert als die Lösung des eigentlichen Problems selbst. Lokale Git-
terverfeinerungen machen hier große Probleme. Strukturierte Gitter haben
demgegenüber den Vorteil, dass die Gitterverwaltung sehr einfach ist und
hier Rechenzeit gespart wird. Bei einfachen Geometrien und komplexen Pro-
blemen kann ein Differenzenverfahren effizienter sein.
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Wir haben in diesem Kapitel die FE-Methode für eine Poisson-Gleichung
beschrieben. Gerade für diesen Aufgabenbereich der Feldprobleme sind die
FE-Methoden sehr effizient und robust. Man kann die FE-Idee auch auf pa-
rabolische und hyperbolische Probleme anwenden. Führt man eine Approxi-
mation der Zeitableitung über einen Differenzenquotienten ein, dann ergibt
sich ein räumliches Problem, welches mit der FE-Methode behandelt werden
kann. Es gibt auch den Ansatz der Raum-Zeit-Finiten-Elemente. Wir werden
hier nicht weiter darauf eingehen und verweisen auf die Literatur.

Die Literatur im Bereich der Finite-Elemente-Verfahren ist sehr umfang-
reich. Einführende Bücher, sehr geeignet für Ingenieure, sind die von Jung
und Langer [35] und von Schwarz [54], ein klassisches Standardwerk ist das
Buch von Zienkiewicz [75]. Mehr mathematisch orientiert sind die Bücher
von Braess [5], Brenner und Scott [6], Ciarlet [8] und Strang und Fix [60].
Neben den FE-Verfahren enthält das Buch von Steinbach [57] auch so ge-
nannte Randelement-Verfahren. Die folgenden Monographien allgemein über
numerische Methoden für partielle Differenzialgleichungen enthalten längere
Kapitel über FE-Methoden: [37], [48], [24] und [26]. Mathematische Grundla-
gen der Variationsrechnung findet sich z.B. in der Monographie von Michlin
[44]. Für die Lösung der großen schwach besetzen Gleichungssysteme sei auf
den Anhang Cund die Angabe der weiterführenden Literatur dort verwiesen.

7.6 Beispiele und Aufgaben

Aufgabe 7.1. Gegeben sei die Poisson-Gleichung im Innern des Einheits-
quadrates I 2

−uxx − uyy = −x 2 − y2 + x + y ,

u(x , y) = 0 auf dem Rand von I 2 .

Die exakte Lösung ist gegeben durch

u(x , y) =
1
2

x (x − 1)y(y − 1) .

1. Lösen sie die partielle DGL mit der Finiten-Elemente Methode für die
Werte

∆x = ∆y =
1
10

,
1
20

,
1
40

bzw.
1

100
,

indem sie lineare Elemente verwenden.

2. Vergleichen sie die numerische Lösung mit der exakten Lösung des Pro-
blems. Welche Aussagen über die Genauigkeit kann man in Abhängigkeit
der Schrittweite machen?
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Aufgabe 7.2. Gegeben sei die Poisson-Gleichung im Innern des Einheits-
quadrates I 2

−uxx − uyy = −x 2 − y2 + x + y ,

u(x , y) = 0 auf dem Rand von I 2 .

Die exakte Lösung ist gegeben durch

u(x , y) =
1
2

x (x − 1)y(y − 1) .

1. Lösen Sie die partielle DGL mit der Finiten-Elemente Methode für die
Werte

∆x = ∆y =
1
10

,
1
20

,
1
40

bzw.
1

100
,

indem sie bilineare Elemente verwenden.

2. Vergleichen sie die numerische Lösung mit der exakten Lösung des Pro-
blems. Welche Aussagen über die Genauigkeit kann man in Abhängigkeit
der Schrittweite machen?

3. Welche Aussagen kann man über die Genauigkeit der linearen im Ver-
gleich zur bilinearen Approximation treffen?

Aufgabe 7.3. Gegeben sei die Poisson-Gleichung im Innern des Einheits-
quadrates I 2

−uxx − uyy = 2π2 sin(πx ) sin(πy) ,

u(x , y) = 0 auf dem Rand von I 2 .

Die exakte Lösung ist gegeben durch

u(x , y) = sin(πx ) sin(πy) .

1. Lösen sie die partielle DGL mit der Finiten-Elemente Methode für die
Werte

∆x = ∆y =
1
10

,
1
20

,
1
40

bzw.
1

100
,

indem sie lineare Elemente verwenden.

2. Vergleichen sie die numerische Lösung mit der exakten Lösung des Pro-
blems. Welche Aussagen über die Genauigkeit kann man in Abhängigkeit
der Schrittweite machen?
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Aufgabe 7.4. Gegeben sei die Poisson-Gleichung im Innern des Einheits-
quadrates I 2

−uxx − uyy = 2π2 sin(πx ) sin(πy) ,

u(x , y) = 0 auf dem Rand von I 2 .

Die exakte Lösung ist gegeben durch

u(x , y) = sin(πx ) sin(πy) .

1. Lösen sie die partielle DGL mit der Finiten-Elemente Methode für die
Werte

∆x = ∆y =
1
10

,
1
20

,
1
40

bzw.
1

100
,

indem sie bilineare Elemente verwenden.

2. Vergleichen sie die numerische Lösung mit der exakten Lösung des Pro-
blems. Welche Aussagen über die Genauigkeit kann man in Abhängigkeit
der Schrittweite machen?

3. Welche Aussagen kann man über die Genauigkeit der linearen im Ver-
gleich zur bilinearen Approximation treffen?



8 Finite-Volumen-Verfahren

Finite-Volumen-Verfahren, kurz als FV-Verfahren bezeichnet, werden
vor allem als numerische Approximation von hyperbolischen Erhaltungsglei-
chungen eingesetzt. Erhaltungsgleichungen wurden bereits in Kapitel 4.6 als
eine wichtige Klasse von nichtlinearen hyperbolischen Gleichungen eingeführt.
Sie haben die Form

ut + ∇ · f(u) = 0 . (8.1)

Dabei ist u = u(x, t) die Erhaltungsgröße und die vektorwertige Funktion
f(u) der Fluss, x bezeichnet den Vektor der unabhängigen Raumvariablen.

Diese Differenzialgleichung ist aus einer integralen Gleichung, dem physika-
lischen Erhaltungssatz, als eine lokale Formulierung abgeleitet. Meist sind
es mehrere Erhaltungsgleichungen, welche einen physikalischen Vorgang be-
stimmen. So führen die integralen Erhaltungssätze für Masse, Impuls und
Energie auf die strömungsmechanischen Gleichungen, wie dies in Kapitel 4.7
dargestellt ist.

Betrachten wir die Formulierung eines einzelnen integralen Erhaltungssatzes
noch einmal im Hinblick auf das numerische Verfahren. Der Erhaltungssatz
sagt aus, dass für jedes Teilgebiet G des physikalischen Gebietes die Gleichung

d
dt

∫
G

u dV = −
∫

∂G

f(u) · n dS (8.2)

gilt. Dabei ist n der nach außen gerichtete Normalenvektor mit der Länge
eins (siehe Abbildung 8.1). Ist u die Massendichte, dann besagt obige Glei-
chung, dass sich die Masse in jedem Teilbereich des Strömungsgebietes nur
dann ändert, wenn der Massenfluss durch den Rand des Teilbereichs von Null
verschieden ist.

Das Finite-Volumen-Verfahren ist eine Approximation des integralen Erhal-
tungssatzes. Da sich die grundlegende Idee in zwei Raumdimensionen sehr
gut skizzieren lässt, starten wir mit diesem Fall. Wir führen zunächst eine
Diskretisierung des Rechengebiets ein. Dabei betrachten wir ein beliebiges
Gitter. Der Rand einer Gitterzelle sei stückweise glatt. In Abbildung 8.2 ist
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x

y

G n

Γ

Abb. 8.1. Integraler Erhaltungssatz

in zwei Raumdimensionen ein Rechengebiet mit einem Gitter aus Dreiecken
aufgezeichnet, wie es bei der Simulation einer Strömung um ein keilförmiges
Hindernis eingesetzt wird. Das Rechengebiet ist hier zwar ein Rechteck, aber
das Hindernis lässt die Verwendung eines kartesisches Gitters nicht zu. Das
Gitterkonzept bei einem FV-Verfahren kann sehr allgemein sein. Es können
Gitterzellen wie Vierecke, Fünfecke oder andere Polyeder verwendet werden.
Die Vereinigung aller Gitterzellen muss allerdings das gesamte Rechengebiet
überdecken und der Durchschnitt je zweier Gitterzellen muss sich auf den
Rand der Gitterzellen beschränken.

Abb. 8.2. Rechengebiet mit einem Dreiecksgitter
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Formuliert man die integrale Erhaltungsgleichung (8.2) für eine beliebige Git-
terzelle Ci , dann gilt

d
dt

∫
Ci

u dV = −
∫

∂Ci

f(u) · n dS .

Zur Abkürzung werden die integralen Mittelwerte zum Zeitpunkt tn mit

un
i =

1
|Ci |

∫
∂Ci

u(x, tn)dx

bezeichnet und analog zum Zeitpunkt tn+1. Die Erhaltungsgleichung wird
dann bezüglich der Zeit t über das Intervall [tn , tn+1] integriert, so dass man

un+1
i = un

i − 1
|Ci |

tn+1∫
tn

∫
∂Ci

f(u) · n dS dt

erhält.

Diese Gleichung ist eine Evolutionsgleichung für die integralen Mit-
telwerte in den Gitterzellen. Sie ist in diesem Sinne exakt: Der integrale
Mittelwert zum Zeitpunkt tn+1 ergibt sich aus dem Wert zum Zeitpunkt tn
durch das Berechnen des Integrals des Flusses durch den Rand der Gitterzel-
le. Nehmen wir an, dass der Rand der Gitterzelle Ci aus ki Kanten Kj mit
jeweils einer benachbarten Gitterzelle besteht, dann lässt sich die Evolutions-
gleichung in der Form

un+1
i = un

i − 1
|Ci |

tn+1∫
tn

ki∑
k=1

∫
Kk

f(u) · n dS dt (8.3)

schreiben.

Diese Evolutionsgleichung für die integralen Mittelwerte ist Ausgangspunkt
für die Konstruktion eines FV-Verfahrens. Der wesentliche Baustein eines
FV-Verfahrens ist der numerische Fluss, mit dem der Fluss durch den Rand
einer Gitterzelle approximiert wird. Eine Schwierigkeit ist, dass bei dem FV-
Verfahren mit integralen Mittelwerten gerechnet wird, für die Berechnung
des Flusses durch den Rand benötigt man aber lokale Werte auf dem Rand.
Das FV-Verfahren besteht somit aus zwei Schritten: Der Rekonstruktion
von lokalen Werten auf dem Rand aus den integralen Mittelwerten und der
Flussberechnung.
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Wir betrachten zunächst als einfachsten Fall die eindimensionale skalare
Erhaltungsgleichung:

ut + f (u)x = 0 . (8.4)

Der Einfachheit halber führen wir hier eine äquidistante Diskretisierung mit
den Schrittweiten ∆t und ∆x ein. Ein Gitterintervall im Raum sei durch

Ii = [xi−1/2, xi+1/2] (8.5)

mit
xi = i∆x , xi+1/2 =

1
2
(xi + xi+1) , für alle i ∈ Z

definiert. Wird die eindimensionale Erhaltungsgleichung (8.4) bezüglich x
und t über [xi−1/2, xi+1/2] × [tn , tn+1] integriert, erhält man

tn+1∫
tn

xi+1/2∫
xi−1/2

ut(x , t) dx dt +

tn+1∫
tn

xi+1/2∫
xi−1/2

f (u(x , t))x dx dt = 0 . (8.6)

Die Integration nach t kann im ersten Integral und die Integration nach x im
zweiten Integral ausgeführt werden:

xi+1/2∫
xi−1/2

u(x , tn+1)dx −
xi+1/2∫

xi−1/2

u(x , tn)dx +

tn+1∫
tn

f (u(xi+1/2, t))dt −
tn+1∫
tn

f (u(xi−1/2, t))dt = 0 .

Die Integration des Flusses im Raum nach dem Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung entspricht dem Gaußschen Satzes in (4.53) für eine
Raumdimension.

Mit den Abkürzungen

un
i :=

1
∆x

xi+1/2∫
xi−1/2

u(x , t) dx , fi+1/2 :=
1

∆t

tn+1∫
tn

f (u(xi+1/2, t)) dt

erhält man die Evolutionsgleichung für die integralen Mittelwerte in der Form

un+1
i = un

i − ∆t
∆x
(
fi+1/2 − fi−1/2

)
. (8.7)

Die Approximation dieser Integralgleichung

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

(
gn
i+1/2 − gn

i−1/2

)
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nennt man das eindimensionale Finite-Volumen-Verfahren oder auch
Verfahren in Erhaltungsform. Dabei stellt der Wert gi+1/2 eine Appro-
ximation von fi+1/2 dar, d.h. des integralen Mittelwerts des Flusses im Zeit-
intervall [tn , tn+1] am Punkt xi+1/2. Man nennt g den numerischen Fluss.

Der physikalische Fluss zwischen zwei Gitterzellen hängt von den Zustän-
den in den beiden Gitterzellen am gemeinsamen Rand ab. Bei dem Finite-
Volumen-Verfahren werden integrale Mittelwerte berechnet, die lokalen Werte
am Rand sind nicht bekannt. Die einfachste Annahme ist, dass der numeri-
sche Fluss durch die integralen Mittelwerte rechts und links bestimmt ist:
g = g(ul , ur ). Man erhält somit die Flussberechnung

gn
i+1/2 = g(un

i , un
i+1) .

an der Stelle xi+1/2 zwischen den den beiden Gitterintervallen Ii und Ii+1.

Man kann dies auch so formulieren, dass die Näherungslösung in jedem Gitter-
intervall konstant und damit gleich dem integralen Mittelwert ist. Man spricht
von einer stückweise konstanten Rekonstruktion der Näherungslösung,
konstant in jedem Gitterintervall.

An die numerische Flussfunktion g werden verschiedene Bedingungen gestellt.
So muss g gewisse Stetigkeitsbedingungen erfüllen. Es zeigt sich bei der Her-
leitung geeigneter Flussfunktionen, dass einige nicht an allen Punkten ste-
tig differenzierbar sind. Eine etwas schwächere Eigenschaft ist die Lipschitz-
Stetigkeit. Die Lipschitz-Stetigkeit der Flussfunktion im Punkt (u, v) bedeu-
tet, dass eine Konstante L existiert, so dass die Ungleichung

|g(u, v) − g(u, v)| ≤ L(|u − u| + |v − v |) (8.8)

für alle u, v , die im Definitionsbereich von g liegen, erfüllt ist. Diese Ei-
genschaft garantiert noch, dass kleine Unterschiede in den Argumenten der
numerischen Flussfunktion g dazu führen, dass auch die Differenz der Funk-
tionswerte klein ist.

Neben der Stetigkeit muss der numerische Fluss g auch eine sinnvolle Appro-
ximation des physikalischen Flusses sein. Die Forderung, dass die Flussberech-
nung zumindest für konstante Lösungen exakt ist und mit dem physikalischen
Fluss überein stimmt, führt auf die Konsistenzbedingung

g(u, u) = f (u) . (8.9)
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Zusammenfassung: Das numerische Verfahren

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

(
gn
i+1/2 − gn

i−1/2

)
(8.10)

mit einem Lipschitz-stetigen numerischen Fluss g , welcher die Konsis-
tenzbedingung (8.9) erfüllt, heißt Finite-Volumen-Verfahren, kurz FV-
Verfahren oder auch Verfahren in Erhaltungsform für die eindimen-
sionale Erhaltungsgleichung (8.4).

Bemerkungen:

1. Der Näherungswert un
i ist im Falle eines FV-Verfahrens somit kein Nähe-

rungswert für die Lösung an einem speziellen Punkt (xi , tn), sondern der
Näherungswert des integralen Mittelwerts der exakten Lösung im Gitter-
intervall Ii zum Zeitpunkt tn . Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu
den Differenzen- und den FE-Verfahren.

2. Was wir hier betrachten sind explizite FV-Verfahren. Der numerische
Fluss zur Berechnung der Näherungswerte zum Zeitpunkt tn+1 wird aus
den Werten zum Zeitpunkt tn berechnet.

3. Ein FV-Verfahren hat durch seine Konstruktion eine bemerkenswerte Ei-
genschaft: Die globale Erhaltung wird bis auf mögliche Rundungsfehler
exakt reproduziert. Dies lässt sich einfach einsehen: Summieren wir die
Definitionsgleichung eines FV-Verfahrens (8.9) über alle Gitterintervalle
auf, dann erhalten wir∑

i

un+1
i =

∑
i

un
i − ∆t

∆x

∑
i

(
gn
i+1/2 − gn

i−1/2

)
.

Die Summe auf der rechten Seite ist eine sogenannte Teleskop-Summe.
Man erhält die Flüsse an der Grenze zweier benachbarter Gitterintervalle
einmal positiv und einmal negativ, d.h. alle Flüsse zwischen den einzelnen
Gitterzellen heben sich heraus. Dies entspricht der physikalischen Situa-
tion: Alles, was aus dem einen Gitterintervall herausfließt, fließt in das
benachbarte hinein. Von der Summe bleiben lediglich die Flüsse am Rand
des Rechengebietes wie im exakten Fall übrig.

Die Konstruktion der FV-Verfahren besteht nach (8.10) aus dem Finden ei-
ner geeigneten numerischen Flussfunktion g . Wir wollen im Folgenden mit
der einfachsten Erhaltungsgleichung starten, geeignete Konstruktionskriteri-
en und Ideen ableiten und diese dann auf kompliziertere Modelle übertragen.
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8.1 Lineare Transportgleichungen

Als das einfachste Problem einer Erhaltungsgleichung betrachten wir den li-
nearen Fall, die skalare lineare Transportgleichung mit einer konstanten Ge-
schwindigkeit a. Der Fluss ist dann einfach durch f (u) = au gegeben und die
zugehörige Erhaltungsgleichung lautet

ut + (au)x = 0 . (8.11)

Ein wichtiger Beitrag bei der Konstruktion von FV-Verfahren geht auf Godu-
nov im Jahre 1959 zurück. Er führte die Annahme ein, dass die Näherungs-
lösung stückweise konstant ist, konstant in jedem Gitterintervall:

un(x ) := un
i für x ∈ [xi−1/2, xi+1/2] . (8.12)

Aus den integralen Werten un
i wird in einfacher Art und Weise eine kon-

tinuierliche Funktion konstruiert. An der Grenze zwischen zwei Gitterzellen
werden der Einfachheit halber dabei zwei Werte vorgeschrieben, den Grenz-
wert von links und den von rechts.

Wie wir in Abschnitt 4 gesehen haben, kann man mit Hilfe der Charak-
teristikentheorie die exakte Lösung des Anfangswertproblems angeben. Die
Anfangswerte werden mit der Geschwindigkeit a transportiert. Wir nehmen
als Anfangswerte

u(x , 0) = un(x ) für alle x . (8.13)

In Abbildung 8.3 ist die stückweise konstante Näherungslösung zu einem Zeit-
punkt tn aufgezeichnet, die exakte Lösung zur Zeit tn +∆t ist dann in Abbil-
dung 8.4 zu sehen. Für die positive Geschwindigkeit a sind die Anfangswerte
um a∆t nach rechts verschoben.

xi−3/2 xi+1/2 xi+3/2xi−1/2 x

un
i

ui+1

ui−1

un

Abb. 8.3. Stückweise konstante Rekonstruktion der Lösung aus den integralen
Mittelwerten zum Zeitpunkt tn
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xi−3/2 xi+3/2xi−1/2 x

un

xi+1/2

dx
dt

= a

Abb. 8.4. Exakte Lösung des Anfangswertproblems (8.11), (8.13) zum Zeitpunkt
tn+1

Diese exakte Lösung des Anfangswertproblems (8.11), (8.13) zum Zeitpunkt
∆t betrachtet man als eine Näherungslösung zum Zeitpunkt tn+1. Um das
ganze Verfahren zu wiederholen, müssen die integralen Mittelwerte dieser Lö-
sung in den einzelnen Gitterintervallen, nun zum Zeitpunkt tn+1, berechnet
werden. Für a > 0 erhalten wir durch eine einfache Integration der stückwei-
sen konstanten Lösung

un+1
i =

1
∆x

xi+1/2∫
xi−1/2

u(x , ∆t)dx

=
1

∆x

⎛⎜⎝ xi−1/2+a∆t∫
xi−1/2

u(x , ∆t)dx +

xi+1/2∫
xi−1/2+a∆t

u(x , ∆t)dx

⎞⎟⎠
=

1
∆x
(
a∆t un

i−1 + (∆x − a∆t)un
i

)
= un

i − a
∆t
∆x

(un
i − un

i−1) .

Dabei haben wir vorausgesetzt, dass der Zeitschritt so klein ist, dass die Werte
nicht über mehr als eine Gitterzelle transportiert werden.

Diese Vorgehensweise war einleuchtend aber noch nicht ganz im Sinne eines
Finiten-Volumen-Ansatzes. Wir haben die exakte Lösung des Anfangswert-
problems berechnet und diese dann integriert. Man geht hier besser direkt
von der Integralgleichung aus und setzt die exakte Lösung in die Flussberech-
nung ein. Werden die Anfangswerte wegen a > 0 nach rechts transportiert,
dann hat die exakte Lösung des Anfangswertproblems am Punkte xi+1/2 den
Wert ui , solange die betrachtete Zeit nicht zu groß wird. Der Fluss an diesem
Punkt ist somit

gn
i+1 = aun

i

(siehe auch Abbildung 8.4).
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Die zugehörige Flussfunktion ist somit durch

g(un
i , un

i+1) = aun
i

gegeben. Dieses Ergebnis kann leicht auf den Fall a < 0 übertragen werden.

In einer Formel zusammengefasst lautet die numerische Flussfunktion

g(un
i , un

i+1) = a+un
i + a−un

i (8.14)

mit
a+ = max(0, a) , a− = min(0, a) .

Setzt man dies in das FV-Verfahren (8.10) ein und formuliert etwas um, dann
erhält man

un+1
i = un

i − a
∆t
∆x

{
un
i − un

i−1 für a > 0
un
i+1 − un

i für a ≤ 0
. (8.15)

Schlägt man das Kapitel 6 Differenzenverfahren auf, dann sieht man, dass
diese Formel formal identisch mit dem CIR-Verfahren (6.57) ist.

Es stellt sich damit sofort die Frage: Wurde mit dem Finite-Volumen-
Verfahren überhaupt etwas Neues gefunden? Die Antwort ist ja, mit der fol-
genden Begründung: In dem Differenzenverfahren ersetzt man die Ableitung
durch einen rechts- oder linksseitigen Differenzenquotienten. Die Stabilitäts-
analyse zeigt, welche der Möglichkeiten ein bedingt stabiles Verfahren er-
gibt. Im Finite-Volumen-Ansatz wird die Eigenschaft der exakten Lösung, die
Richtung des Transports, ausgenutzt. Damit hat sich die entsprechende Fluss-
formulierung als einzige mögliche Berechnung ergeben. Die CFL-Bedingung

|a|∆t
∆x

< 1 (8.16)

ergibt sich hier als Konsistenzbedingung der Flussberechnung und nicht als
Stabilitätsbedingung. Ohne diese Bedingung ist die Herleitung des Flusses
inkonsistent. Beim FV-Verfahren wurden zudem keinerlei Stetigkeitsvoraus-
setzungen gemacht. Diese Herleitung macht es möglich, das Verfahren auf
nichtlineare Probleme zu verallgemeinern.

Die Herleitung der Berechnung des numerischen Flusses lässt sich noch etwas
anders formulieren. Zwischen den Gitterzellen treten lokal Anfangswertpro-
bleme mit stückweise konstanten Anfangswerten auf:

u(x , 0) =

{
ul für x < 0
ur für x > 0

. (8.17)

Etwa am Punkte xi+1/2 die Werte ul = un
i , ur = un

i+1. Dies ist ein Riemann-
Problem, wie dies im Kapitel 4.9 schon auftauchte.
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Die Lösung dieses Anfangswertproblems lautet im linearen Fall

u(x , t) =

{
ul für x

t < a
ur für x

t > a
. (8.18)

Diese Lösung kann direkt zur Flussberechnung eingesetzt werden. Wir be-
zeichnen die Lösung des Riemann-Problems mit uR. Sie hängt von x und t ab
oder vielmehr nur von x/t und von den Anfangswerten ul , ur . Wir schreiben
dafür

uR = uR

(x
t
; ul , ur

)
,

x/t ist die unabhängige Variable und, mit dem Strichpunkt abgetrennt, ul ,
ur sind Parameter.

Damit hat man die folgende Situation: An jedem Rand zwischen zwei Git-
terzellen wird das zugehörige Riemann-Problem mit den entsprechenden An-
fangswerten gelöst. Die numerischen Flüsse ergeben sich dann zu:

gn
i+1/2 = g(un

i , un
i+1) = f (uR(0; ul , ur )) = a uR(0; ul , ur ) . (8.19)

Setzen wir die Lösungsformel (8.18) in diese Flussberechnung ein, so führt
dies gerade auf den numerischen Fluss (8.14).

Beispiel 8.1 (FV-Verfahren für die lineare Transportgleichung, mit
Maple-Worksheet). Mit dem Godunov-Verfahren wird das Anfangs-
Randwertproblem für die lineare Transportgleichung

ut + a ux = 0 (8.20)

mit den Anfangswerten

u(x , 0) = x0 + 0, 1 e−50(x−0,5)2 für x ∈ [−0, 5 , 0, 5] (8.21)

und periodischen Randwerten gelöst. Die Vorgabe dieser Randwerte simu-
liert ein unendlich ausgedehntes periodisches Problem. Wir kommen auf die
Vorgabe von allgemeineren Randwerten etwas später zurück.

Zum Ermitteln der Qualität der numerischen Lösung ist dies ein sehr gutes
Beispiel. Ist die Geschwindigkeit a = 1 und die Länge des Intervalls 1, dann
stimmt die exakte Lösung mit den Anfangsdaten nach t = 1 wieder überein.
Man kann die numerischen Ergebnisse dann sehr gut mit der exakten Lösung
vergleichen. In dem Maple-Worksheet werden numerische Ergebnisse für 50
Gitterpunkte erzeugt und sind in Abbildung 8.5 zu verschiedenen Zeiten als
Funktion von x aufgezeichnet.

In dem Worksheet sind die Ergebnisse animiert. Man sieht wie die Anfangs-
werte (Bild a)) nach rechts verschoben (Bild b)), am rechten Rand verschluckt
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Abb. 8.5. Exakte und Näherungslösung des Anfangswertproblems in Beispiel 8.1
zu verschiedenen Zeiten

werden und am linken Rand durch die periodischen Randwerte wieder auf-
tauchen (Bild c)). Nach dem Durchlauf einer Periode ist bei den numerischen
Ergebnissen das Maximum etwas reduziert und die Gauß-Kurve verbreitert
(Bild d)). Diese numerische Dämpfung nimmt mit fortlaufender Zeit zu. Er-
höht man die Berechnungszeit auf t = 2, 3, 4, dann sieht man diesen Effekt
in der Animation im Worksheet deutlich. Wie erwartet, wird die numerische
Dämpfung reduziert und die numerischen Ergebnisse werden besser, wenn die
Anzahl der Gitterpunkte erhöht wird. �

In dem Kapitel über die Differenzenverfahren wurde festgestellt, dass das
CIR-Verfahren ein Verfahren mit der Genauigkeitsordnung 1 in Raum und
Zeit ist. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass die benutzten einseitigen Dif-
ferenzenquotienten, der rechts- oder linksseitige im Raum und der vorwärts-
genommene in der Zeit, von 1.Ordnung sind (siehe 1.6). Die 1. Ordnung leitet
sich beim FV-Verfahren aus der Annahme ab, dass die Näherung stückweise
konstant, konstant in jedem Gitterintervall ist. Man nennt dies die stückwei-
se konstante Rekonstruktion der Lösung aus den integralen Näherungs-
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werten. Möchte man eine höhere Ordnung des Finite-Volumen-Verfahrens
erhalten, dann muss diese Rekonstruktion verbessert werden.

Eine stückweise lineare Rekonstruktion ergibt sich aus dem Ansatz

un(x ) = un
i + (x − xi)sn

i für x ∈ [xi−1/2, xi+1/2

]
. (8.22)

Dabei bezeichnet sn
i die Steigung in der Gitterzelle Ii =

[
xi−1/2, xi+1/2

]
zum

Zeitpunkt tn . Man benötigt die Randwerte an der Gitterzelle, um den nume-
rischen Fluss zu berechnen. Diese erhält man aus (8.22) zu

un
i± = un

i ± ∆x sn
i . (8.23)

Auf die Berechnung der Steigungen in den Gitterintervallen werden wir gleich
noch näher eingehen. Die Situation ist in Abbildung 8.6 aufgezeichnet. Die
Werte der stückweisen linearen Verteilung an den Randpunkten des i -ten
Gitterintervalls sind mit un

i+ am Punkte xi+1/2 und mit un
i− am Punkte xi−1/2

bezeichnet.

Abb. 8.6. Stückweise lineare Rekonstruktion der Lösung aus den integralen Mit-
telwerten zum Zeitpunkt tn

Für die 2. Ordnung in der Zeit benötigt man eine Art zentrale Differenz.
Wir gehen hier vor, wie bei dem verbesserten Euler-Cauchy-Verfahren. Die
Taylor-Entwicklung in der Zeit für einen halben Zeitschritt liefert

u(x , t + ∆t/2) = u(x , t) +
∆t
2

ut(x , t) +
∆t2

8
utt(x , t) + ... . (8.24)

Die Zeitableitung lässt sich im numerischen Verfahren nicht so einfach be-
stimmen. Die Idee ist hier, die Zeitableitung durch eine Raumableitung zu
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ersetzen, indem man die Evolutionsgleichung ausnutzt: ut = −aux . Man er-
hält damit

u(x , t + ∆t/2) = u(x , t) − ∆t
2

a ux (x , t) + O(∆t2) . (8.25)

Die Raumableitung zum Zeitpunkt tn wird dann durch einen Differenzenquo-
tienten ersetzt. Mit diesem Schritt von tn nach tn+1/2 erhält man aus (8.23)
die Gleichung

un+1/2
i± = un

i± − ∆t
2

(f (un
i+) − f (un

i−)) . (8.26)

Für den rechten Rand ist der letzte Term in dieser Gleichung ein linksseitiger
Differenzenquotient, für den linken Randpunkt ein rechtsseitiger.

Das Verfahren 2. Ordnung in Raum und Zeit kann man dann in der Form

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

(
gn+1/2
i+1/2 − gn+1/2

i−1/2

)
(8.27)

mit
gn+1/2
i+1/2 = g

(
un+1/2
i+ , un+1/2

(i+1)−
)

(8.28)

angeben, wobei g ein Lipschitz-stetiger konsistenter numerischen Fluss ist.

Es bleibt noch zu zeigen, wie eine stückweise lineare Rekonstruktion berech-
net wird. Zur Berechnung der Steigung sn

i im i -ten Intervall stehen verschie-
dene Kandidaten zur Verfügung: der linksseitige, der rechtsseitige oder der
zentrale Differenzenquotient. Allgemein erhält man eine geeignete Approxi-
mation durch

sn
i = α

un
i − un

i−1

∆x
+ (1 − α)

un
i+1 − un

i

∆x
, (8.29)

mit einem α ∈ [0, 1]. Für α = 0.5 ist dies eine Approximation 2. Ordnung,
ansonsten eine Approximation 1. Ordnung der räumlichen Ableitung der Lö-
sung ux im i -ten Gitterintervall.

Es zeigt sich allerdings, dass bei einem beliebigen konstanten Wert von α
die Stabilitätseigenschaften des Verfahrens beeinträchtigt werden. Man muss
hier eine vorsichtige Interpolation anwenden, um Oszillationen und nicht mo-
notones Verhalten zu vermeiden, besonders in den Bereichen, in denen sich
die Lösung stark ändert. Eine solche Berechnung ist

sn
i = minmod

(
un
i − un

i−1

∆x
,
un
i+1 − un

i

∆x

)
, (8.30)
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wobei die minmod -Funktion folgendermaßen definiert ist:

minmod(a, b) =

⎧⎪⎨⎪⎩
a falls |a| < |b|, ab > 0 ,

b falls |a| ≥ |b|, ab > 0 ,

0 sonst .

(8.31)

Diese Steigungsberechnung sucht sich den dem Betrag nach kleineren Diffe-
renzenquotienten heraus; wenn sich das Vorzeichen der Steigungen ändert,
dann wird die Steigung auf Null gesetzt. Der letzte Fall tritt bei einem Hoch-
oder Tiefpunkt auf. Steigung Null bedeutet hier, dass die Werte an den Ex-
tremstellen in der numerischen Lösung nicht zunehmen können, was einer
Eigenschaft der exakten Lösung entspricht.

Beim Verfahren 2. Ordnung geht man somit folgendermaßen vor. Man be-
rechnet zunächst die Steigungen in den einzelnen Gitterintervallen sn

i mit der
Rechenvorschrift (8.30) und (8.31). Danach lassen sich die Randwerte in den
einzelnen Gitterintervallen nach (8.23) berechnen, die Änderung in einem hal-
ben Zeitschritt nach (8.26) müssen noch berücksichtigt werden. Damit erhält
man an den Randpunkten xi+1/2 von links und rechts genauere Argumente
für die Flussberechnung. Die Flussberechnung erfolgt wie bei dem Verfahren
1. Ordnung. Der erhöhte Rechenaufwand des Verfahrens 2.Ordnung wird ins-
besondere bei kleinen Schrittweiten sehr schnell durch die besseren Ergebnisse
ausgeglichen.

Bemerkung: Die Steigungsberechnung nach (8.30) und (8.31) garantiert,
dass ∑

i

|un
i − un

i−1| ≤
∑
i

|u0
i − u0

i−1| (8.32)

für alle n gilt. Die sogenannte Variation oder Totalvariation der Näherung
wächst nicht an. Diese Eigenschaft besitzt auch die exakte Lösung. Man nennt
ein solches numerisches Verfahren ein TVD-Verfahren (Total-Variation
Diminishing). Es gibt speziell für skalare Transport- und Erhaltungsglei-
chungen eine schöne mathematische Theorie dieser Verfahren, auf die wir im
Folgenden nicht weiter eingehen. Wir verweisen auf die Bücher von Kröner
[39] LeVeque [40].

Bei linearen Systemen können wir analog zu den Differenzenverfahren vor-
gehen und die Charakteristikentheorie bemühen. Das hyperbolische System
von linearen Transportgleichungen

ut + Aux = 0 (8.33)

mit der m × m-Matrix A wird auf die charakteristische Normalform trans-
formiert. Die Gleichungen sind demnach entkoppelt und stellen m skalare
Transportgleichungen dar. Jede dieser Gleichungen kann dann für sich nu-
merisch mit dem FV-Verfahren für eine einzelne Transportgleichung gelöst
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werden. Danach wird die Lösung wieder zurück transformiert. Diese Proce-
dere wurde schon bei den Differenzenverfahren ausgeführt.

Der numerische Fluss lautet als Vektor geschrieben

g(ui ,ui+1) = A+ui + A−ui+1 (8.34)

mit
A+ := RΛ+R−1 , A− := RΛ−R−1 .

Die Matrix Λ ist wie in Abschnitt 4.1 die Diagonalmatrix mit den Eigenwerte
als Koeffizienten auf der Diagonalen. Die Matrizen Λ+ und Λ− bilden die
Zerlegung dieser Diagonalmatrix in den nicht-negativen und nicht-positiven
Anteil:

Λ+ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
a+
1

a+
2

. . .
a+
m

⎞⎟⎟⎟⎠ , Λ− :=

⎛⎜⎜⎜⎝
a−
1

a−
2

. . .
a−
m

⎞⎟⎟⎟⎠ (8.35)

mit a+
i und a−

i aus (8.14).

Die Konsistenzbedingung für den numerischen Fluss ist erfüllt, da aus

g(u,u) = A+u + A−u = (A+ + A−)u

mit Einsetzen der Definition von A+ und A−

g(u,u) = R(Λ+ + Λ−)R−1u = RΛR−1u = Au = f(u) .

folgt.

Bemerkung: Der numerische Fluss (8.34) kann auch durch das Lösen des
Riemann-Problems für das lineare System erhalten werden. Die zweite Ord-
nung ergibt sich durch die lineare Rekonstruktion aus den integralen Mittel-
werten wie im skalaren Fall.

8.2 Skalare Erhaltungsgleichungen

Lösungen von Erhaltungsgleichungen können Unstetigkeiten enthalten, wie
dies in Kapitel 4.6 gezeigt wurde. Diese Lösungen sind keine Lösungen der Er-
haltungsgleichung in der Formulierung als Differenzialgleichung, sondern der
zu Grunde liegenden Integralgleichung. Für die numerische Approximation
dieser sogenannten schwachen oder integralen Lösungen sind FV-Verfahren
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sehr günstig, da diese eine direkte Approximation der integralen Formulie-
rung des Erhaltungsgesetzes sind. Man rechnet mit Näherungen der integra-
len Mittelwerte und braucht keine Stetigkeitsvoraussetzungen an die Lösung.
Wesentlich bei einem FV-Verfahren ist, dass eine gute Näherung für den Fluss
zwischen den Gitterzellen gefunden wird.

Zur Berechnung des numerischen Flusses braucht man die Werte rechts und
links des Randpunktes. Nehmen wir wieder an, dass die Näherungslösung
in jeder Gitterzelle konstant ist, dann entsprechen die lokalen Werte an dem
Randpunkt von links und rechts den integralen Mittelwerten: Die Näherungs-
lösung ist stückweise konstant.

Die Idee von Godunov kann dann auf den Fall einer nichtlinearen Erhal-
tungsgleichung übertragen werden. Dazu muss das Riemann-Problem an den
Randpunkten eines jeden Gitterintervalls gelöst werden. Dies liefert die In-
formation, wie sich der Sprung zwischen den Werten von links und rechts
in einzelne Wellen zerlegt. Der Wert des Flusses wird entsprechend dieser
nichtlinearen Wellenausbreitung bestimmt.

Wir schauen uns im Folgenden zunächst die Lösung des Riemann-
Problems für die skalare Erhaltungsgleichung

ut + f (u)x = 0 , (8.36)

u(x , 0) =

{
ul für x < 0
ur für x > 0

. (8.37)

an. Der physikalische Fluss f = f (u) sei dabei zweimal stetig differenzierbar.
Die Steigungen der Charakteristiken, welche durch

C : x = x (t) mit
dx (t)
dt

= a(u) = f ′(u) (8.38)

definiert sind, sind lösungsabhängig. Man kann diese in der (x , t)-Ebene nur
zeichnen, wenn man von den Anfangswerten ausgeht.

In Kapitel 4.6 werden die Eigenschaften der Lösungen von Erhaltungsglei-
chung diskutiert. Im Abschnitt 4.9 wird in zwei Beispielen die Lösung des
Riemann-Problems für die Burgers-Gleichung

ut + (
1
2
u2)x = 0 (8.39)

berechnet. Diese Überlegungen lassen sich erweitern.

Für die Lösung des Riemann-Problems (8.36), (8.37) mit einer beliebigen
konvexen Flussfunktion f (u) gibt es die zwei Fälle:
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1. Stoßwelle für ul > ur: Wegen der Konvexität der Flussfunktion folgt aus
ul > ur direkt die Ungleichung a(ul) > a(ur ). Die Charakteristiken müssen
sich somit schneiden. Die Lösung lautet in diesem Fall

u(x , t) =

{
ul für x

t < s ,

ur für x
t > s .

(8.40)

Die Geschwindigkeit s der Stoßwelle ergibt sich aus der Rankine-Hugoniot
Bedingung

s =
f (ur ) − f (ul)

ur − ul
. (8.41)

Ein Beispiel für ein Riemann-Problem, dessen Lösung eine solche Stoßwelle
enthält, ist Beispiel 4.14 in Kapitel 4.

2. Verdünnungswelle für ul < ur: Aus ul < ur folgt wegen der Konvexität
der Flussfunktion direkt a(ul) < a(ur ). Daraus ergibt sich ein Öffnen der
Charakteristiken, das über einen Verdünnungsfächer verbunden wird. Die
Lösung lautet

u(x , t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ul für x

t < a(ul) ,

a−1( x
t ) für a(ul) ≤ x

t ≤ a(ur ) ,

ur für x
t > a(ur ) .

(8.42)

Wie in Abbildung 4.18 in der (x , t)-Ebene dargestellt, wird der Verdünnungs-
fächer begrenzt durch die Charakteristiken der beiden ungestörten Zustän-
de rechts und links. Diese sind durch die Gleichungen x/t = a(ul) und
x/t = a(ur ) gegeben. Die Funktion a−1 = a−1(u) ist die Umkehrfunkti-
on von a(u). Diese existiert, da f (u) konvex und die Ableitung a(u) somit
streng monoton wachsend ist. Man kann leicht nachrechnen, dass diese Lö-
sung stetig ist. Ein Beispiel für ein Riemann-Problem, dessen Lösung eine
Verdünnungswelle enthält, ist Beispiel 4.15 in Kapitel 4.

Bemerkung: Die Lösung des Riemann-Problems ist eine Funktion der Va-
riablen x/t . Man nennt diese Lösung eine selbstähnliche Lösung, da sie nur
von diesem Verhältnis abhängt. Anders formuliert: Man kann statt x und t
die skalierten Variablen m x und m t mit einer Zahl m einführen, ohne dass
sich die Lösung ändert. Führt man die unabhängige Variable φ = x/t ein
und macht den Ansatz u = u(φ), so erhält man

ut(φ) =
du
dφ

∂φ

∂t
= − x

t2

du
dφ

,

ux (φ) =
du
dφ

∂φ

∂x
=

1
t

du
dφ

.



334 8 Finite-Volumen-Verfahren

Wird dies in die Erhaltungsgleichung eingesetzt, so ergibt sich

ut + f (u)x = ut + a(u)ux = − x
t2

du
dφ

+
1
t
a(u)

du
dφ

= 0

und daraus nach kurzer Umformung

du
dφ

(a(u) − φ) = 0 .

Diese Gleichung ist erfüllt, wenn der erste oder der zweite Faktor des Pro-
dukts Null ist. Das Verschwinden des ersten Faktors entspricht der Stoßwel-
le als einer stückweisen konstanten Lösung, das Verschwinden des zweiten
Terms entspricht gerade der Verdünnungswelle: u = a−1(φ). Diese selbst-
ähnliche Lösung des Riemann-Problems schreibt man gerne in der Form
uRP = uRP (x/t ; ul , ur ). Die unabhängige Variable ist x/t , als Parameter
werden die Konstanten der Anfangswerte aufgeführt.

Nach diesem Ausflug zu den exakten Lösungen von Erhaltungsgleichungen
kommen wir wieder zur numerischen Lösung zurück. Der Grund für diese Be-
trachtungen war: Kennt man die Lösung des Riemann-Problems, so kann man
das Godunov-Verfahren, welches wir im linearen Fall abgeleitet haben, direkt
auf den nichtlinearen Fall übertragen. Der numerische Fluss des Godunov-
Verfahrens g = g(ul , ur ) wird definiert als der entsprechende physikalische
Fluss der Lösung des Riemann-Problems am Punkt x = 0: f (uRP (0; ul , ur )).

Schiebt man den Nullpunkt des Koordinatensystems an den entsprechenden
Randpunkt im Gitterintervall, so erhält man allgemein

gi+ 1
2

= g(ui , ui+1) = f (uRP (0; ui , ui+1)) . (8.43)

Da wir die Riemann-Lösung kennen, können wir diese einsetzen und den Fluss
in der folgenden Form

gi+1/2 = g(ui , ui+1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f (ui) für ui > ui+1, s > 0 ,

f (ui+1) für ui > ui+1, s < 0 ,

f (ui) für ui < ui+1, a(ui) > 0 ,

f (ui+1) für ui < ui+1, a(ui+1) < 0 ,

a−1(0) sonst .

(8.44)

schreiben.

Bei Systemen von Erhaltungsgleichungen ist die exakte Lösung des Riemann-
Problems oft schwierig zu berechnen. Schon für eine skalare Erhalungsglei-
chung sieht der Fluss des Godunov-Verfahrens mit den fünf Fallunterschei-
dungen in (8.44) etwas kompliziert aus. Es taucht somit die Frage auf, ob das
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Riemann-Problem tatsächlich exakt gelöst werden muss. Vielleicht reicht die
näherungsweise Lösung der lokalen Riemann-Probleme, um einen brauchba-
ren numerischen Fluss zu finden.

Wird die exakte Lösung des Riemann-Problems durch eine Näherungslö-
sung ersetzt, so wird das zugehörige Verfahren Godunov-Typ-Verfahren
genannt. Wir bezeichnen im Folgenden eine solche Näherungslösung mit
w = w(x/t ; ul , ur ). Wie von der exakten Lösung erfüllt, wird angenommen,
dass die Näherungslösung nur von dem Verhältnis x/t abhängt. Sollen sowohl
eine Stoßwelle als auch eine Verdünnungswelle von der Näherungslösung er-
fasst werden, so kann eine Näherungslösung wie folgt aussehen:

w(
x
t
; ur , ul) =

⎧⎪⎨⎪⎩
ul für x

t < al ,

ulr für al < x
t < ar ,

ur für x
t > ar .

(8.45)

Dabei sind die Werte al und ar eine Abschätzung der größten und der kleins-
ten Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen.

Die integrale Erhaltung ist eine sehr wichtige Eigenschaft bei der Approxi-
mation von Stoßwellen. Die Forderung, dass die näherungsweise Riemann-
Lösung (8.45) konsistent mit der integralen Erhaltung ist, führt auf die Be-
dingung

∆x
2∫

−∆x
2

w(
x
t
; ul , ur )dx =

∆x
2

(ul + ur ) − ∆t f (ur ) + ∆t f (ul) . (8.46)

Auf der rechten Seite steht der Wert der exakten Lösung des Riemann-
Problems, falls die Ungleichung

∆t
∆x

max (|al |, |ar |) <
1
2

(8.47)

erfüllt ist. Die Bedingung (8.47) bedeutet, dass der Zeitschritt so klein sein
muss, dass keine Welle aus dem Rechteck in Abbildung 8.7 nach links und
rechts hinausläuft. Nach der Erhaltungsgleichung (8.7) berechnet sich der
Wert zum Zeitpunkt ∆t als Integral über x der Anfangswerte und den Inte-
gralen über t an den Stellen ∆x

2 und −∆x
2 . Da die Flüsse in diesem Zeitin-

tervall wegen der Bedingung (8.47) konstant sind, ergibt sich die rechte Seite
in (8.46).

Setzt man in die linke Seite die näherungsweise Riemann-Lösung (8.45) ein,
so kann aus der Gleichung (8.46) der mittlere Wert ulr berechnet werden.
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Aufgelöst nach ulr ergibt sich

ulr =
arur − alul − f (ur ) + f (ul)

ar − al
. (8.48)

Abb. 8.7. Approximation der Lösung des Riemann-Problems

Der numerische Fluss wird nun so bestimmt, dass der Näherungswert zum
neuen Zeitpunkt sich als integraler Mittelwert der näherungsweisen Riemann-
Lösungen ergibt. Als FV-Verfahren geschrieben, führt dies auf den numeri-
schen Fluss

g(ul , ur ) =
a+
r f (ul) − a−

l f (ur )
a+
r − a−

l

+
a+
r a−

l

a+
r − a−

l

(ur − ul) (8.49)

mit
a+ = max(0, a) , a− = min(0, a) .

Das FV-Verfahren ist somit vollständig definiert, falls noch eine geeignete Be-
rechnung der Ausbreitungsgeschwindigkeiten al und ar gefunden wird. Beim
Riemann-Problem können zwei Fälle auftreten: Verdünnungswelle oder Stoß-
welle. Im Falle einer Verdünnungswelle ist die größte und kleinste Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit durch die Geschwindigkeiten der ungestörten Zustände
gegeben:

al = a(ul) , ar = a(ur ) .

Die Verdünnungswelle stellt einen stetigen Übergang dieser Zustände dar. Im
Falle einer Stoßwelle ist dies keine gute Abschätzung, da sich hier die Cha-
rakteristiken schneiden und die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Stoßwelle
größer ist als die Geschwindigkeit vor dem Stoß. Entsprechend dem Falle
einer Stoßwelle ergibt sich eine geeignete Geschwindigkeit aus der Rankine-
Hugoniot-Bedingung

al = ar := s =

{
f (ur )−f (ul )

ur−ul
für ul �= ur ,

a(ur ) für ul = ur .
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Diese beiden Fälle kann man in einer Formel zusammenfassen:

al = min(a(ul), s) , ar = max (a(ur ), s) . (8.50)

Im Falle einer Verdünnungswelle sind die charakteristischen Geschwindigkei-
ten größer bzw. kleiner als s, so dass in (8.50) der richtige Wert genommen
wird.

Es bleibt hier natürlich bestehen, dass die Definition des numerischen Flus-
ses nur dann sinnvoll ist, wenn die benachbarten Riemann-Probleme nicht
miteinander wechselwirken. Für das FV-Verfahren reicht es aus, dass eine
mögliche Wechselwirkung nicht dazu führt, dass der Fluss sich innerhalb ei-
nes Zeitschritts ändert. Dies führt auf die CFL-Bedingung (8.16):

|a|∆t
∆x

< 1 . (8.51)

Diese Gleichung kann auch als eine untere und obere Schranke für die Wahl
der Ausbreitungsgeschwindigkeiten al und ar interpretiert werden:

al = −∆x
∆t

, ar =
∆x
∆t

. (8.52)

Wird diese Wahl in den Fluss (8.49) eingesetzt, so erhält man

g(ul , ur ) =
1
2
(f (ul) + f (ur )) +

∆x
2∆t

(ur − ul) . (8.53)

Setzt man diesen Fluss in das FV-Verfahren ein, so kann diese Gleichung in
die Form

un+1
i = un

i − ∆t
2∆x

(
f (un

i+1) − f (un
i−1)

)
+

1
2
(
un
i+1 − 2un

i + un
i−1

)
(8.54)

umgeschrieben werden.

Interpretieren wir die Werte un
i in dieser Gleichung nicht als Näherungswer-

te der integralen Mittelwerte, sondern als Näherungswerte des Wertes der
Lösung an dem Punkt xi , gewissermaßen als die Formel für ein Differenzen-
verfahren, dann taucht diese Gleichung im Kapitel 6 bei den Differenzenver-
fahren für hyperbolische Differenzialgleichungen 6.3 auf und entspricht dem
Verfahren von Lax-Friedrichs (6.67). Im Rahmen der Differenzenverfah-
ren war die Argumentation für die Stabilität des Verfahrens bei der Anwen-
dung auf nichtlineare Probleme die, dass der hintere Term in (8.54) gerade
einer Approximation von ∆x2

2∆t uxx entspricht. Dies ist ein parabolischer Term,
den man physikalisch als Reibungs- oder Wärmeleitungsterm interpretieren
kann. Damit wird künstlich Dissipation eingeführt, welche eine Stoßwelle über
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mehrere Gitterpunkte verschmiert und dadurch eine stabile Approximation
mit einem Differenzenverfahren gestattet.

Im Rahmen der Ableitung als FV-Verfahren zeigt sich dieses Verfahren als
ein Godunov-Typ-Verfahren, wobei die Wahl der Abschätzung der Signalge-
schwindigkeiten allerdings die schlechteste alle Möglichkeiten ist.

Bemerkungen:

1. Das Godunov-Typ-Verfahren mit dem numerischen Fluss (8.53) liefert
stabile und die physikalisch sinnvolle Lösungen, wenn die Wellengeschwin-
digkeiten al und ar kleiner oder gleich bzw. größer oder gleich der Wel-
lengeschwindigkeiten der exakten Lösung des Riemann-Problems sind.
Die Approximation des Riemann-Problems muss die exakte Lösung ein-
schließen. Falls dies nicht erfüllt ist, können auch physikalisch unsinnige
Lösungen auftreten.

2. Unterschätzt al oder überschätzt ar die exakten Werte, dann bleibt das
Verfahren stabil, allerdings nimmt die numerische Dissipation zu und die
numerischen Ergebnisse werden schlechter. Der Grenzfall und damit die
ungünstigste Flussberechnung ist die nach dem Verfahren von Lax und
Friedrichs.

8.3 Systeme von Erhaltungsgleichungen

Die Erweiterung eines FV-Verfahrens auf Systeme kann man formal dadurch
erreichen, dass in den entsprechenden Formeln die skalaren Größen durch
Vektoren ersetzt werden. So ergibt sich das FV-Verfahren für das System
von Erhaltungsgleichungen

ut + f(ux ) = 0 . (8.55)

in der Form

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

(
gn
i+1/2 − gn

i−1/2

)
. (8.56)

Dabei wird gefordert, dass der numerische Fluss g Lipschitz-stetig und die
Konsistenzbedingung

g(u,u) = f(u) (8.57)
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erfüllt ist.

Das Godunov-Verfahren lässt sich auf ein System von Erhaltungsgleichun-
gen übertragen, wenn man das Riemann-Problem für dieses System lösen
kann. Dies hängt somit sehr stark vom betrachteten System ab. Setzt man
voraus, dass das System aus m Gleichungen streng hyperbolisch ist, so hat
die Funktionalmatrix des Flusses m verschiedene Eigenwerte. Die Lösung des
Riemann-Problems besteht aus m + 1 konstanten Zuständen, welche durch
sogenannte einfache Wellen getrennt werden. Einfache Wellen sind Stoß- oder
Verdünnungswellen oder eine Kontaktunstetigkeit, welche eine lineare Entar-
tung einer Stoßwelle darstellt. Im letzteren Fall fällt die Ausbreitungskurve
der Unstetigkeit wie bei einer linearen Gleichung mit einer Charakteristik
zusammen.

Beispiel 8.2. Ein wichtiges System mit einer großen Anzahl von Anwen-
dungen sind die Gleichungen der Gasdynamik, wie sie in Abschnitt 4.7 des
Kapitel 4 abgeleitet und diskutiert werden. In einer Raumdimension sind sie
durch ein System von Erhaltungsgleichungen (8.55) mit drei Gleichungen, den
Erhaltungsgleichungen für Masse, Impuls und Energie gegeben. Dies würde
dem mathematischen Modell für eine Rohrströmung, bei der sich die Varia-
blen nur in einer Richtung ändern, entsprechen.

Der Vektor der Erhaltungsgrößen u und der zugehörige Fluss f(u) lauten:

u =

⎛⎝ ρ
ρv
e

⎞⎠ , f(u) =

⎛⎝ ρv
ρv2 + p
v(e + p)

⎞⎠ .

Die Funktionalmatrix A(u) des Flusses hat dabei die drei reellen Eigenwerte

a1 = v − c , a2 = v , a3 = v + c (8.58)

mit der Schallgeschwindigkeit c. Die Eigenwerte entsprechen den verschie-
denen Wellengeschwindigkeiten in einem Gas. Es gibt somit drei verschie-
dene Arten oder Familien von Charakteristiken. Die Lösung des Riemann-
Problems für die Euler-Gleichungen besteht somit aus vier konstanten Zu-
ständen, welche durch 3 einfache Wellen getrennt werden. Bei den Euler-
Gleichungen ist die mittlere Welle eine Kontaktunstetigkeit. Eine typische
Lösung ist in Abbildung 8.8 gezeichnet. Hier läuft eine Verdünnungswelle
nach links und ein Verdichtungsstoß nach rechts, in der Mitte springt die
Dichte an der Kontaktunstetigkeit.

Ist im linken und rechten Anfangszustand die Geschwingkeit Null, nennt man
dieses Riemann-Problem auch ein Stoßwellenrohr-Problem. Das Stoßwellen-
rohr wird als eine experimentelle Einrichtung zur Erzeugung von Stoßwellen
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Abb. 8.8. Lösung des Riemannproblems

und Überschallströmungen eingesetzt. Es ist ein Rohr, welches innen durch
eine Membran in zwei Teile getrennt wird. Ein Teil des Rohres wird mit
Druckluft gefüllt, ist also somit ein komprimierter Zustand mit hohem Druck
und hoher Dichte, der andere Teil mit Luft unter Normalbedingungen. Wird
die Membran möglichst symmetrisch durchstoßen, dann läuft eine Stoßwelle
von links nach rechts in den Teil mit niederem Druck und Dichte hinein. Sie
wird von einer Kontaktunstetigkeit verfolgt, eine Verdünnungswelle läuft in
den komprimierten Zustand. Hinter der Stoßwelle hat man bis zur Kontakt-
unstetigkeit die gewünschte konstante Überschallströmung.

Das Riemann-Problem spielt somit nicht nur bei dem Godunov-Verfahren
und in der numerischen Simulation eine wichtige Rolle, sondern auch im ex-
perimentellen Bereich. Die exakte Lösung lässt sich in der Form der Lösung
einer nichtlinearen Gleichung für den Druck des mittleren Zustandes angeben.
Mehr Information findet man in Büchern über numerische Strömungsmecha-
nik. �

Das Riemann-Problem ist meist nur mit viel Rechenaufwand iterativ exakt
zu lösen. Bei einem FV-Verfahren werden auch nur Approximationen der
integralen Mittelwerte berechnet und über die lokalen Lösungen der Riemann-
Probleme integriert. Insofern wurde in den letzten Jahren untersucht, ob hier
nicht eine Approximation der Riemann-Lösung ausreicht. Man sieht sofort,
dass Godunov-Typ-Verfahren wie das HLL-Verfahren einfacher auf Systeme
zu übertragen sind. Der numerische Fluss (8.49) lautet in diesem Fall

g(ul,ur) =
a+
r f(ul) − a−

l f(ul)
a+
r − a−

l

+
a+
r a−

l

a+
r − a−

l

(ur − ul) , (8.59)

in dem lediglich der Fluss f (u) und die Erhaltungsgröße u durch die ent-
sprechenden Vektoren ersetzt wurde. Zusätzlich müssen allerdings geeignete
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a priori Abschätzungen der kleinsten und größten Wellengeschwindigkeiten
gefunden werden.

Der Ansatz (8.50) für eine solche Abschätzung lautet für ein System mit m
Gleichungen

al = min(a1(ul), s1), ar = max (am(ur ), sm). (8.60)

Wie im skalaren Fall ist die charakteristische Geschwindigkeit in den un-
gestörten Zuständen bei einer Verdünnungswelle eine gute Abschätzung. Es
wird im Systemfall der kleinste Eigenwert im linken Zustand bzw. der größte
Eigenwert im rechten Zustand genommen. Die Werte s1 und sm bezeichnen
Abschätzungen der Geschwindigkeit von Stoßwellen. Für deren a priori Ab-
schätzung benötigt man allerdings mehr Kenntnisse über die Lösung. Wir
kommen darauf zurück.

Das Verfahren von Roe ist ein Godunov-Typ-Verfahren, bei dem die ex-
akte Lösung des Riemann-Problems der nichtlinearen Erhaltungsgleichung
durch die exakte Lösung des Riemann-Problems einer linearisierten Erhal-
tungsgleichung ersetzt wird. Das lineare Riemann-Problem lautet

ut + Alr (u)x = 0, (8.61)

u(x , 0) =

{
ul für x < 0
ur für x > 0

. (8.62)

Dabei ist Alr = A(ul ,ur ) eine Matrix mit konstanten Koeffizienten, welche
von den Anfangswerten abhängt. Man nennt Alr ein Roe-Matrix, wenn sie
die folgenden drei Eigenschaften

Alr (u,u) = A(u) , (8.63)

Alr ist diagonalisierbar , (8.64)

f(ur ) − f(ul) = Alr (ur ) − ul (8.65)

besitzt.

Die erste Eigenschaft ist die Konsistenz: Für gleiche Werte ul = ur = u
stimmt die Roe-Matrix mit der Jacobi-Matrix, ausgewertet an dem konstan-
ten Zustand u, überein. Die zweite Eigenschaft ist die Voraussetzung, dass das
lineare Riemann-Problem mit Hilfe der Charakteristikentheorie gelöst werden
kann. Die dritte Eigenschaft nennt man Mittelwertseigenschaft. Aus die-
ser folgt, dass die näherungsweise Riemann-Lösung die integrale Erhaltung
exakt erfüllt und somit der integrale Wert mit dem der exakten Lösung des
Riemann-Problems übereinstimmt.
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Das heißt:

∆x
2∫

−∆x
2

w(
x

∆t
;ul ,ur )dx =

∆x
2∫

−∆x
2

uRP (
x

∆t
;ul ,ur )dx . (8.66)

Dabei bezeichnet w die näherungsweise Lösung des Riemann-Problems und
uRP die exakte Lösung.

Die nichtlinearen Wellen des nichtlinearen Riemann-Problems werden durch
lineare Wellen approximiert. Dabei besteht die Lösung des linearen Riemann-
Problems ebenso aus m + 1 konstanten Zuständen, welche in diesem Fall
durch Charakteristiken getrennt werden. Das Roe-Verfahren wollen wir im
Folgenden nicht weiter betrachten, sondern auf die Literatur verweisen. Wir
werden die Roe-Mittelwerte benutzen, um die a priori Abschätzungen für das
HLL-Verfahren zu erhalten.

Beispiel 8.3. Die Roe-Matrix für die Euler-Gleichungen mit der Zustands-
gleichung des idealen Gases ergibt sich als Funktionalmatrix des Flusses an
einem Mittelwert: Alr (ul ,ur ) = A(ū), den man den Roe-Mittelwert nennt
und der folgendermaßen lautet:

v̄ =
vr
√

ρr + vl
√

ρl√
ρr +

√
ρl

, H̄ =
Hr

√
ρr + Hl

√
ρl√

ρr +
√

ρl
, c̄2 = (γ−1)(H̄ − 1

2
v̄2) , (8.67)

wobei H die Enthalpie mit H = (e + p)/ρ bezeichnet. Die Eigenwerte der
Roe-Matrix

ā1 = v̄ − c̄ , ā2 = v̄ , ā3 = v̄ + c̄ , (8.68)

sind gute Approximationen der Stoßwellengeschwindigkeiten, da die integrale
Erhaltung von der näherungsweisen Riemann-Lösung reproduziert wird.

Wir können die Roe-Mittelwerte somit benutzen, um die a priori Abschät-
zungen (8.60) für das einfachste Godunov-Typ-Verfahren zu verbessern und
setzen

s1 = ā1 , s3 = ā3 . (8.69)

Damit ist der numerische Fluss vollständig definiert und das HLL-Verfahren
für die eindimensionalen Euler-Gleichungen erklärt. �

Bemerkung: Die zweite Ordnung des Verfahrens lässt sich dann wieder
über eine besserer Rekonstruktion erhalten. Mit einer stückweise linearen
Rekonstruktion der Variablen wie im skalaren Fall erhält man die zweite
Ordnung im Raum. Entsprechend ergibt sich die zweite Ordnung in der Zeit
mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung.
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8.4 Erhaltungsgleichungen in mehreren
Raumdimensionen

Das Finite-Volumen-Verfahren wurde am Anfang des Kapitels sehr allgemein
eingeführt. Ausgangspunkt ist die integrale Erhaltung über eine Gitterzelle
Ci :

un+1
i = un

i − 1
|Ci |

tn+1∫
tn

ki∑
k=1

∫
Kk

f(u) · n dS dt . (8.70)

Dabei werden mit Kj in zwei Raumdimensionen die Kanten der Gitterzelle
bezeichnet, von denen es ki gibt. Für ein Gitter mit Dreiecken hat man ki = 3
Kanten für jede Gitterzelle im gesamten Rechengebiet, d.h. für jedes i . In drei
Raumdimensionen bezeichnen die Kj die Seitenflächen.

Der wesentliche Baustein in (8.70) zur Definition eines FV-Verfahrens ist
wieder die Approximation des Flusses zwischen den Gitterzellen. In 2 Raum-
dimensionen hat man allerdings neben dem Integral über die Zeit ein Linien-
integral oder in 3 Raumdimensionen ein Flächenintegral zur Bestimmung des
Flusses zwischen den Gitterzellen. Wird dieses Integral über die Mittelwerts-
formel approximiert und wiederum vorausgesetzt, dass der Fluss in der Zeit
im betrachteten Zeitintervall konstant ist, dann erhält man als Approximati-
on

un+1
i = un

i − ∆t
|Ci |

ki∑
k=1

|Kk |(f(u) · n)MP , (8.71)

wobei |Kk | die Länge der Kante Kk und der Index MP den Mittelpunkt dieser
Kante bezeichnet.

In zwei Raumdimensionen besteht der Fluss und der Normalenvektor aus
zwei Komponenten

f(u) =
(

f1(u)
f2(u)

)
, n =

(
n1

n2

)
.

Wird dies oben eingesetzt, so erhält man

un+1
i = un

i − ∆t
|Ci |

ki∑
k=1

|Kk | (n1 f1(u) + n2 f2(u))MP . (8.72)

Im Mittelpunkt der Kante benötigt man somit Approximationen des Flusses
in x - und y-Richtung. Diese kann man aus der exakten oder näherungsweisen
Lösung des Riemann-Problems mit den Zuständen vor und hinter der Kante
erhalten. Hat man den Fluss des Riemann-Problems in x - und y-Richtung
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berechnet, wird er entsprechend der Gleichung (8.72) mit n1 und n2 multi-
pliziert und addiert.

Bei einem kartesischen Gitter reduziert sich dies auf die Berechnung eines
einzigen Riemann-Problems pro Kante, da bei den Normalenvektoren eine
der Komponenten immer 0 ist. Man kann in diesem Fall das FV-Verfahren
für ein System von Erhaltungsgleichungen in der Form

un+1
i,j = un

i,j −
∆t
∆x

(
gn
i+1/2,j − gn

i−1/2,j

)
− ∆t

∆y

(
hn
i,j+1/2 − hn

i,j−1/2

)
(8.73)

schreiben. Dabei ist g der numerische Fluss, welcher konsistent mit dem Fluss
f1 in x -Richtung und h der numerische Fluss, welcher konsistent mit f2 in y-
Richtung ist.

Ist das System von Erhaltungsgleichungen rotationsinvariant, dann kann auch
auf einem beliebigen Gitter die Lösung zweier Riemann-Probleme umgangen
werden, indem man lokal auf ein Koordinatensystem mit den Richtungen
normal und tangential zur Kante transformiert. Der Fluss in Normalenrich-
tung ergibt sich dann als exakte oder näherungsweise Lösung des Riemann-
Problems in Normalenrichtung. Ein rotationsinvariantes System sind z.B. die
Euler-Gleichungen.

8.5 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Finite-Volumen-Verfahren haben sich speziell für die numerische Lösung
von kompressiblen Strömungen als sehr vorteilhaft erwiesen und sind die
Standard-Verfahren geworden. Dies liegt daran, dass diese Verfahren in der
Lage sind, die in der Lösung auftretenden starken Gradienten bis hin zu
Stoßwellen robust zu erfassen.

Zuerst einige allgemeine Bemerkungen zu der Thematik starker Gradienten.
Möchte man eine Lösung approximieren, welche sich in einem kleinen Bereich
sehr stark ändert, dann kann dies im Prinzip auch mit einem Differenzen- oder
mit einem FE- Verfahren erfolgen. Voraussetzung hierfür ist, dass genügend
Gitterpunkte für die Approximation dieses Gradienten zur Verfügung stehen.
Mit einem Differenzenverfahren braucht man hier vielleicht 20 Gitterpunk-
te in eine Raumrichtung. In drei Raumdimensionen kann dies wegen dem
großen Rechenaufwand ineffizient werden. Mit weniger Gitterpunkten wird
das Verfahren Oszillationen an diesem Gradienten zeigen und kann instabil
werden. Es ist nicht in der Lage mit vielleicht nur 5 Gitterpunkten die Lösung
sinnvoll zu approximieren. Hier hat das FV-Verfahren, welches im Allgemei-
nen mehr Rechenaufwand pro Gitterpunkt erfordert, Vorteile. Dadurch, dass
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ein FV-Verfahren die integrale Erhaltungsgleichung löst und keinerlei Ste-
tigkeitsaussagen voraussetzt, ist die Approximation großer Gradienten auf
einigen wenigen Gitterzellen möglich.

Diskutieren wir die Situation bei einem Verdichtungsstoß. Dies ist eine Un-
stetigkeit in der Lösung der makroskopischen Erhaltungsgleichung. Ein Ver-
fahren, das eine mindestens stetige Lösung voraussetzt wie ein Differenzen-
oder FE-Verfahren, hat damit grundsätzliche Schwierigkeiten. Es bleibt nur
die Möglichkeit, diese Unstetigkeit durch einen stetigen Übergang zu erset-
zen, dass das Verfahren diesen steilen Gradienten dann approximieren kann.
Dies kann über die Hinzunahme eines künstlichen Viskositätsterms erfolgen
oder der Approximationsfehler liefert eine solche starke Dissipation. Hier sind
die Finite-Volumen-Verfahren klar überlegen. Sie erfüllen automatisch die in-
tegrale Erhaltung und liefern dadurch die richtige Ausbreitungsgeschwindig-
keit von Stoßwellen. Bei der Flussberechnung etwa durch ein Godunov-Typ-
Verfahren wird dann zusätzlich Information über die nichtlineare Wellen-
ausbreitung mit verwendet. Dies ergibt die Möglichkeit, auch Unstetigkeiten
über wenige Gitterzellen zu approximieren. Im Allgemeinen reichen dann vier
Gitterzellen aus, um die Stoßwelle darzustellen.

Wir haben hier nur explizite FV-Verfahren behandelt. Immer dann, wenn
es um die Approximation von instationären Lösungen geht, ist die CFL-
Bedingung eine natürliche Bedingung für die Genauigkeit in der Zeit. Die
Situation ändert sich, wenn man nur an stationären Lösungen interessiert
ist. Man kann hier ebenso die instationären Gleichungen numerisch lösen
bis der stationäre Zustand erreicht wird. Dabei werden im Laufe der Rech-
nung die Zeitableitungen sehr klein bis letztlich Null, so dass der Fehler in
der Zeitapproximation keine Rolle spielt. Sinnvoll zur Berechnung einer sta-
tionären Lösung ist dann eine implizite Approximation 1. Ordnung, um die
Zeitschritte groß wählen zu können und die Gesamtzeit schnell groß werden
zu lassen, so dass der stationäre Grenzwert erhalten wird.

Ein implizites Verfahren sieht dann in einer Raumdimension für eine skalare
Erhaltungsgleichung wie folgt aus:

un+1
i = un

i − ∆t
∆x

(
gn+1
i+1/2 − gn+1

i−1/2

)
mit dem numerischen Fluss

gn+1
i+1/2 = g(un+1

i , un+1
i+1 ) .

Damit ergibt sich im impliziten Fall ein nichtlineares Gleichungssystem, wel-
ches mit geeigneten numerischen Methoden gelöst werden muss. Ein Itera-
tionsverfahren führt dann auf die Lösung eines schwach besetzten linearen
Gleichungssystems, welches mit einer der Methoden im Anhang gelöst wer-
den kann.
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Als weiterführende Literatur sei auf die Bücher von Kröner [39] und Le-
Veque [40] verwiesen. Hier finden sich auch theoretische Aussagen über
FV-Verfahren für Erhaltungsgleichungen. Im Bereich der numerischen Strö-
mungsmechanik haben sich die Bücher von Hirsch [33] und Toro [65] als
Standardwerke etabliert.

8.6 Beispiele und Aufgaben

Beispiel 8.4 (AWP für die lineare Transportgleichung, mit Maple-
Worksheet). In diesem Beispiel suchen wir die Lösung eines Anfangswert-
problems für die lineare Transportgleichung

ut + aux = 0 (8.74)

mit den Anfangswerten

u(x , 0) =
{

0, 1 für 0 ≤ x ≤ 0, 1 ,
0 sonst .

(8.75)

Die exakte Lösung dieses Problems wurde in Gleichung (4.43) angegeben:
Die Anfangswerte werden mit der Geschwindigkeit a transportiert. An Hand
dieses Testproblems kann man sehr gut die Eigenschaften eines numerischen
Verfahrens untersuchen. Wir wenden das Finite-Volumen-Verfahren (8.15)

Abb. 8.9. Numerische und exakte Lösung für die linerare Transportgleichung mit
einem Rechteckimpuls als Anfangsbedingung

auf dieses Beispiel an, bei dem der numerische Fluss aus der Lösung der
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lokalen Riemannprobleme abgeleitet ist. In Abbildung 8.9 sieht man sehr
deutlich, wie das Verfahren große numerische Dissipation besitzt. Nach ei-
nigen Zeitschritten ist das Rechteck zu einer Art Gauß-Kurve verschmiert.
Auf der anderen Seite bleibt es stabil auch bei Vorgabe von diesen unstetigen
Anfangswerten.

Für die numerische Rechnung wurde Rechengebiet auf ein endliches Intervall
eingeschränkt. Am linken Rand wurde der Wert 0 vorgegeben, am rechten
Rand ist keine Vorgabe eines Randwertes nötig. �

Beispiel 8.5 (AWPe für die Burgers-Gleichung, mit Maple-Work-
sheet). In diesem Beispiel wenden wir uns der Lösung einer nichtlinearen
skalaren Erhaltungsgleichung, der Burgers-Gleichung

ut + uux = 0 , (8.76)

zu. Wir betrachten zunächst das Anfangswertproblem mit den Anfangsdaten

u(x , 0) =
{

2 für x < 0, 5 ,
0 für x > 0, 5 .

(8.77)

Die exakte Lösung enthält eine Stoßwelle und berechnet sich wie in Gleichung
(8.40). Die Stoßwelle läuft mit der Geschwindigkeit s = 2 nach rechts. Ein
ähnliches Anfangswertproblem wurde schon als Beispiel 4.14 behandelt. Mit
dem Maple-Worksheet wird eine numerische Lösung mit Hilfe des Godunov-
Verfahrens im Vergleich zu der analytische Lösung berechnet. Die Ergebnisse
sind in Abbildung 8.10 dargestellt. Bemerkenswert ist, dass der Verdichtungs-
stoß hier sehr gut aufgelöst ist. Man sieht eine gewisse numerische Dissipation,
die Stoßwelle ist über fünf Gitterintervalle verschmiert, es gibt aber keinerlei
Oszillationen an dieser Unstetigkeit, die sich insbesondere mit der richtigen
Geschwindigkeit ausbreitet.

In Beispiel 8.4 war die Dissipation der Lösung durch das numerische Verfah-
ren deutlich stärker ausgebildet. In der Abbildung 8.10 zeigt sich, dass die
Stoßwelle im Vergleich hierzu sehr scharf aufgelöst wird. In beiden Fällen
wurde das Godunov-Verfahren eingesetzt. Der Unterschied liegt darin, dass
es sich hier um zwei unterschiedliche Phänomene handelt. In Beispiel 8.4 wird
ein reiner Transportvorgang behandelt. Bei der linearen Transportgleichung
sind alle Charakteristiken parallel und die Unstetigkeit breitet sich entlang
einer Charakteristik aus. Bei dem nichtlinearen Phänomen einer Stoßwelle
schneiden sich die Charakteristiken an der Stoßwelle. Hier ergibt sich ein
Fluss in den Verdichtungsstoß hinein. Praktisch wirkt das physikalische Ver-
halten der numerischen Dissipation entgegen. Eine Stoßwelle wird somit sehr
gut aufgelöst, wobei die Dissipation mit der Zeit nicht oder nur sehr wenig
zunimmt.
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Abb. 8.10. Burgergleichung mit Verdünnung (links) und Verdichtungsstoß (rechts)

Die Anfangsbedingung

u(x , 0) =
{−2 für x < 0, 5 ,

2 für x > 0, 5 .
(8.78)

führt auf eine Verdünnungswelle. Betrachtet man die numerische Lösung in
Abbildung 8.10, so zeigt sich eine gute Approximation auch in diesem Fall. Es
fällt auf, dass die numerische Lösung in der Mitte der Verdünnung einen klei-
nen Sprung aufweist. Man spricht hier von dem sogenannten “Sonic Glitch“.
Als ”Sonic Point“ oder Schallpunkt wird allgemein der Nulldurchgang der
Wellengeschwindigkeit bezeichnet in Anlehnung an die Bezeichnung bei den
Euler-Gleichungen mit den Eigenwerten u − c und u + c. Im Schallpunkt ist
die Geschwindigkeit u gleich der Schallgeschwindigkeit c. Bei der Burgers-
Gleichung entspricht dies dem Fall u = 0. An diesem Punkt wird die nume-
rische Dissipation sehr klein und es kommt zu diesem kleinen Sprung.

Mit der Stoßwelle und der Verdünnungswelle haben wir die beiden grundle-
genden Beispiele von nichtlinearen Wellen behandelt. �

Beispiel 8.6 (Verkehrsmodell,mit Maple-Worksheet). Wir greifen
hier nochmal das einfache mathematisches Modell für die Berechnung des
Verkehrsflusses auf einer Autobahn ohne Ein- und Ausfahrten auf, welches in
Kapitel 4.9 behandelt wurde. Der Verkehr wird hier als Kontinuum betrach-
tet, für die Verkehrsdichte ρ ergibt sich die Gleichung

ρt + f (ρ)x = 0 (8.79)

mit der Flussfunktion

f (ρ) = − vmax

ρmax
ρ2 + vmaxρ .
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In diesem Fall ist die Flussfunktion nicht konvex, sondern konkav, da die
zweite Ableitung von f (ρ) nach ρ negativ ist. Die Aussagen für eine Erhal-
tungsgleichung mit einem konvexen Fluss müssen entsprechend übertragen
werden. Betrachtet man die Lösung des Riemannproblems mit den Anfangs-
werten

ρ(x , 0) =

{
ρl für x < 0 ,

ρr für x > 0
(8.80)

so sind die Fälle Stoß- und Verdünnungswelle gerade vertauscht. Gilt ρl < ρr ,
so folgt der dünnere Verkehr dem dichten Verkehr. Da der Fluss eine konkave
Funktion ist, ergibt sich daraus a(ρl) > a(ρr ), bei geringem Verkehr ist die
Durchschnittsgeschwindigkeit größer und die Charakteristiken schneiden sich.
Es ergibt sich hier ein Verdichtungsstoß, dessen Ausbreitungsgeschwindigkeit
sich aus den Sprungbedingungen berechnet. Dies lässt sich in dem Maple-
Worksheet leicht nachrechnen. �

Beispiel 8.7 (Eindimensionale Gasdynamik - die Euler-Gleichungen).
Die Gleichungen der eindimensionalen Gasdynamik (4.74) wurden bereits
in Kapitel 4 hergeleitet. Da eine Implementierung eines numerischen Ver-
fahrens für diese Gleichungen den Rahmen von Maple sprengen würde,
sind hier lediglich Ergebnisse angegeben, die mit einem Finite-Volumen-
Verfahren errechnet wurden. Die verwendete Flussfunktion ist jeweils das
HLLE-Verfahren. Die Anfangsbedingung der Rechnung ist das folgende Rie-
mannproblem:

ρ(x , 0) =

{
ρ = 1.0, v = 0.0, p = 1.0 für x < 0 ,

ρ = 0.125, v = 0.0, p = 0.1 für x > 0 .
(8.81)

Die erste Abbildung (8.11) zeigt die Ergebnisse einer Rechnung mit einem
Verfahren erster Ordnung in Raum und Zeit. Im Diagramm der Dichte ρ
und der Machzahl Ma sind alle Wellenphänome, links die Verdünnung, in
der Mitte die Kontaktunstetigkeit und rechts der Stoß, zu erkennen. Bei der
Geschwindigkeit u und beim Druck p taucht in der Mitte kein Sprung auf, da
diese Größen über eine Kontaktunstetigkeit konstant sind. Man sieht recht
deutlich, dass der Stoß sehr gut aufgelöst ist, während die Kontaktunstetig-
keit deutlich stärker verschmiert wird. Dies ist ganz analog zu den Ergebnis-
sen für die Burgers-Gleichung und der linearen Transportgleichung. Zwischen
dem Stoß und der Verdünnung ist die Geschwindigkeit konstant, die Ausbrei-
tungskurve der Unstetigkeit ist eine Charakteristik, so dass hier die gleiche
Situation wie bei der linearen Transportgleichung vorliegt.

Betrachten wir nun die Lösung des gleichen Problems (Abbildung 8.12) mit
einem MUSCL-Verfahren zweiter Ordnung in Raum und Zeit aber der selben
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Abb. 8.11. SOD-Problem 1.Ordnung in Raum und Zeit
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Abb. 8.12. SOD-Problem 2.Ordnung in Raum und Zeit

Flussberechnung, so stellen wir fest, dass die Auflösung der Kontaktunstetig-
keit und der Expansion deutlich verbessert ist. Der Stoß wurde schon mit dem
Verfahren erster Ordnung sehr gut wiedergegeben und ist augenscheinlich fast
gleich geblieben. �
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Von einer Funktion ist oft nur eine gewisse Anzahl von Funktionswerten be-
kannt. Zum Beispiel bei der Konstruktion eines Tragflügels eines Flugzeuges
hat man für das Tragflügelprofil die Werte in Tabelle A.1 zur Verfügung.

NACA 1412

Oberseite Unterseite

x y x y

0 0 0 0

1, 158 1, 954 1, 342 −1, 830

2, 378 2, 733 2, 622 −2, 491

4, 845 3, 786 5, 155 −3, 318

7, 330 4, 537 7, 670 −3, 857

14, 833 5, 951 15, 617 −4, 733

40, 000 6, 803 40, 000 −4, 803

60, 051 5, 453 59, 949 −3, 675

80, 058 3, 178 79, 942 −2, 066

100, 000 0, 126 100, 000 0, 126

Tabelle A.1. Stützstellen für die Interpolation

Möchte man eine Konstruktionszeichnung machen, dann benötigt man eine
kontinuierliche Kurve, welche durch die entsprechenden Punkte geht. Ganz
allgemein besteht die Interpolation darin, eine einfache Funktion zu be-
stimmen, die eine gewisse Anzahl von vorgegebenen Werten annimmt und
mit der dann beliebige Zwischenwerte berechnet werden können. Dies spielt
in CAD-Systemen eine große Rolle. Eine andere Anwendung ist die Darstel-
lung von Ergebnissen aus numerischen Simulationen, welche nur an den dis-
kreten Gitterpunkten vorliegen. Die Interpolation wird auch zur Reduktion
großer Datenmengen eingesetzt, wie sie etwa bei der Bildverarbeitung auf-
treten. Um die Daten zu reduzieren, werden nicht alle Farbwerte eines Bildes
abgespeichert. Hat man eine große Fläche mit geringen Farbkontrasten, kann
man die Farbwerte an einigen wenigen Punkten abspeichern und bei Bedarf
die Werte an den Zwischenpunkten durch Interpolation wieder erzeugen. Ein
Computerspiel kommt ohne Interpolation nicht aus.
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Eng verwandt mit der Interpolation ist Approximation einer Funktion. Es
wird hier eine einfache Funktion gesucht, welche eine vorgegebene im All-
gemeinen komplizierte Funktion approximiert. Dies wird zum Beispiel dann
angewandt, wenn die Auswertung einer vorgegebenen Funktion sehr rechen-
aufwändig ist. Die Approximation ist aber auch wichtig zur Ableitung von
Näherungsverfahren, da sie meist einfach integriert und differenziert werden
kann. Es können dadurch Verfahren zur numerischen Differenziation und In-
tegration abgeleitet werden.

Eine der Kandidaten von einfachen Funktionen für die Interpolation oder
Approximation ist die Klasse der Polynome. Integration oder Differenziation
liefern durch einfache Rechnung wieder ein Polynom. Ein Polynom n-ten
Grades schreibt man meist in der Form

pn(x ) =
n∑

i=0

aix i = a0 + a1x + . . . + anxn . (A.1)

Von diesem Polynom n-ten Grades mit den (n + 1) Koeffizienten ai , i =
0, 1, . . . ,n, können wir fordern, dass es n + 1 vorgegebenen Werte annimmt:

pn(xi) = fi , (A.2)
i = 0, 1, . . . ,n . (A.3)

Man nennt die xi die Stützstellen und die fi die zugehörigen Stützwerte,
beides zusammen (xi , fi) sind die Stützpaare.

Bei der Approximation einer Funktion f = f (x ) ergeben sich die Stützwerte
als Funktionswerte an den Stützstellen fi = f (xi). Bei der Interpolation sind
sie als Datenwerte wie in Tabelle A.1 vorgegeben.

Setzen wir die Punkte (xi , fi) in das Polynom pn ein:

pn(xi) = fi = a0 + a1xi + · · · + anxn
i , (A.4)

i = 0, 1, . . . ,n , (A.5)

so erhalten wir ein System von (n + 1) linearen Gleichungen zur Berechnung
der Koeffizienten a0, a1, . . . , an . Sind die Stützstellen xi sämtlich verschieden,
dann hat dieses Gleichungssystem für jeden Satz von Stützwerten (A.2) eine
eindeutige Lösung.

Da die Konstruktion des Interpolationspolynoms über das Lösen eines li-
nearen Gleichungssystems aufwändig und für praktische Zwecke ungünstig
ist, wurden in der Mathematik schon früh andere Konstruktionsmethoden
entwickelt. Wir betrachten im Folgenden zwei dieser Verfahren. Da das Po-
lynom durch die Vorgabe der Stützwerte eindeutig bestimmt ist, führen alle
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Konstruktionsverfahren auf das gleiche Polynom. Die unterschiedlichen Dar-
stellungen des Polynoms haben jedoch unterschiedliche Eigenschaften und
Anwendungen. Ob eine Interpolation oder die Approximation einer Funktion
ausgeführt wird, unterscheidet sich in den Formeln zunächst nicht. Immer
dann, wenn der Fehler oder die Güte des Verfahrens betrachtet wird, dann
brauchen wir einen Vergleich. Insofern liegt dann zwingend eine Approxima-
tionsaufgabe zu Grunde mit einer approximierten Funktion, welche genügend
oft stetig differenzierbar ist, so dass die vorkommenden Ableitungen existie-
ren und das Ganze Sinn macht.

A.1 Die Interpolationsformel von Lagrange

Die Funktion

Ln
i (x ) =

(x − x0)(x − x1) · · · (x − xi−1)(x − xi+1) · · · (x − xn)
(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

(A.6)

ist ein Polynom vom Grad n mit den Eigenschaften

Ln
i (xj ) =

{
1 für i = j ,

0 für i �= j
(A.7)

und
n∑

i=0

Ln
i (x ) = 1 . (A.8)

Mit diesen so genannten Lagrangeschen Stützpolynomen (A.6) kann man
ein Polynom n-ten Grades pn angeben, welches durch die vorgegebenen Punk-
te (A.2) verläuft. Es hat die Form

pn(x ) =
n∑

i=0

fiLn
i (x ) . (A.9)

Aus der Eigenschaft (A.7) ergibt sich sofort, dass die Werte fi an den Stütz-
stellen xi für i = 0, 1, . . . ,n angenommen werden.
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Wird durch das Lagrangesche Interpolationspolynom n-ten Grades eine ge-
gebene (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion y = f (x ) mit x ∈ [a, b]
approximiert, dann ergibt sich die Fehlerformel

f (x ) − pn(x ) =
f (n+1)(ξ(x ))

(n + 1)!
(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn) (A.10)

mit einer Zwischenstelle ξ ∈ (a, b), welche von dem Punkt x abhängt. Für
praktische Fehlerabschätzungen ist die Formel so nicht sehr brauchbar, da
die Zwischenstelle ξ nicht bekannt ist. Man muss die (n + 1)-te Ableitung
von f nach oben und unten abschätzen, um eine konkrete Fehlerschranke zu
bekommen.

Beispiel A.1 (Lagrange Interpolation, mit Maple-Worksheet). Wir
schauen uns die einfachen Fälle n = 1 und n = 2 genauer an. Im Falle n = 1
sind zwei Wertepaare

(x0, f0) und (x1, f1) (A.11)

vorgegeben. Die beiden Lagrangeschen Stützpolynome haben nach der Formel
(A.6) die Gestalt:

Ln=1
0 (x ) =

(x − x1)
(x0 − x1)

und Ln=1
1 (x ) =

(x − x0)
(x1 − x0)

. (A.12)

Mit Hilfe der Lagrange-Interpolationsformel ergibt sich das Polynom vom
Grad n = 1, das heißt die Gerade, in der Gestalt

pn=1(x ) = f0Ln=1
0 (x ) + f1Ln=1

1 (x ) = f0
(x − x1)
(x0 − x1)

+ f1
(x − x0)
(x1 − x0)

. (A.13)

Im Falle n = 2 müssen drei Wertepaare vorgegeben sein:

(x0, f0), (x1, f1) und (f2, f2) . (A.14)

Die Lagrangeschen Stützpolynome haben dann nach der Formel (A.6) die
Gestalt:

Ln=2
0 (x ) =

(x − x1)(x − x2)
(x0 − x1)(x0 − x2)

, (A.15)

Ln=2
1 (x ) =

(x − x0)(x − x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

, (A.16)

Ln=2
2 (x ) =

(x − x0)(x − x1)
(x2 − x0)(x2 − x1)

. (A.17)
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Lagrange Interpolation

int :: m, n, i, j, k

Real :: L, Xs(1..n), Ys(1..n), X(1..m), Y(1..m)

Lese m,n,Xs,Ys,X aus Datei

i := 1

i <= m

Y (i) := 0.0

j := 1

j <= n

L := 1.0

k := 1

k <= n
.
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j 	= k

WAHR FALSCH

L := L ∗ (X (i) −
Xs(k))/(Xs(j ) − Xs(k))

∅

k := k + 1

Y (i) := Y (i) + ys(j ) ∗ L

j := j + 1

i := i + 1

Ausgabe X ,Y

Abb. A.1. Struktogramm für die Lagrange-Interpolation

Mit Hilfe der Lagrangeschen Interpolationsformel (A.9) ergibt sich das Poly-
nom vom Grad n = 2 zu

pn=2(x ) = f0 Ln=2
0 (x ) + f1 Ln=2

1 (x ) + f2 Ln=2
2 (x ) . (A.18)

Das Polynom ist eine Parabel. �
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Beispiel A.2 (Lagrange Interpolation, mit Maple-Worksheet). Mit
Hilfe der Lagrangeschen Interpolationsformel werden Polynome vom Grad 1,
2, 3, 4 und 5 berechnet, welche die Funktion

y = ex (A.19)

im Intervall [0, 2] approximieren. Die Stützstellen werden äquidistant im vor-
gegebenen Intervall gewählt. Abbildung A.2 zeigt im Vergleich mit der exak-
ten Lösung das Schaubild des Polynoms vom Grad 1 bis 4. Diese Schaubilder
werden mit dem Maple-Worksheet erzeugt.

Abb. A.2. Approximation der e-Funktion durch Polynome vom Grad 2 bis 5

Bei dieser einfachen Funktion, die sich auch noch in einfacher Weise differen-
zieren lässt, kann man den Fehler mit wenig Aufwand bestimmen. Setzen wir
für das Polynom 5. Ordnung die Ableitung f (6)(x ) = ex in die Fehlerformel
(A.10) ein, so erhalten wir

f (x ) − pn=5(x ) =
eξ

6!
(x − x0)(x − x1) · · · (x − x5) . (A.20)

Diesen Ausdruck kann man leicht nach oben abschätzen. Da die Exponen-
tialfunktion monoton wachsend ist, ergibt sich der Maximalwert zu e2 und
man erhält

|f (x ) − pn=5(x )| ≤ e2

6!
|(x − x0)(x − x1) · · · (x − x5)| . (A.21)

Trägt man dies mit Maple als Funktion von x auf, sieht man, dass sich der
Fehler zwischen −0.0008 und 0.0003 bewegt. �
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A.2 Die Interpolationsformel von Newton

Eine andere Möglichkeit der Darstellung des Interpolationspolynoms ist die
Interpolationsformel von Newton. Dabei werden die sogenannten New-
tonschen Stützpolynome

N0(x ) := 1,Nj (x ) := (x − x0)(x − x1) · · · (x − xj−1), j = 1, 2, . . . ,n
(A.22)

benutzt. Das zugehörige Interpolationspolynom ergibt sich aus der Formel

pn(x ) =
n∑

i=0

ciNi(x ) (A.23)

= c0 + c1(x − x0) + · · · + cn(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−1) .

Beispiel A.3. Wir betrachten zunächst den Fall n = 1. Das Interpolations-
polynom in der Newtonschen Darstellung ergibt sich zu

p1(x ) = c0 + c1(x − x0) . (A.24)

Um die Stützwerte f0 und f1 an den Stützstellen x0, x1 anzunehmen, muss
c0 = f0 gelten, da der zweite Summand auf der rechten Seite bei x = x0

verschwindet. Man erhält c1, indem man x = x1 einsetzt und nach c1 auflöst.
Es ergibt sich somit das Polynom ersten Grades

p1(x ) = f0 +
f1 − f0
x1 − x0

(x − x0) . (A.25)

Dies ist nichts anderes als die Zweipunkteform einer Geraden.

Im Fall n = 2 erhöht man den Grad des Interpolationspolynoms nach (A.23)
und nimmt eine neue Stützstelle x2 hinzu, dann bleiben die Koeffizienten c0

und c1 erhalten und es kommt der Koeffizient c2 hinzu. Berechnet man diesen
aus der Bedingung p2(x2) = f2, so hat das Interpolationspolynom die Gestalt

p2(x ) = p1(x ) (A.26)

+
(

f2 − f1
x2 − x1

− f1 − f0
x1 − x0

)
1

x2 − x0
(x − x0)(x − x1) .

Es zeigt sich, dass durch die Hinzunahme einer neuen Stützstelle zu dem
Polynom p1 nur ein neuer Term addiert wird. Die schon berechneten Koeffi-
zienten c0 und c1 bleiben erhalten. Das ist ein großer Vorteil der Newtonschen
Interpolationsformel. Bei der Lagrangeschen Formel müssen bei Hinzunahme
eines neuen Stützpaares alle Koeffizienten neu berechnet werden. �
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Wie man schon in (A.26) sieht, werden die Koeffizienten mit wachsendem
Grad der Stützpolynome immer aufwändiger zu berechnen. Es gibt allerdings
eine effiziente rekursive Berechnung. Der Koeffizient c1, wir er in (A.25) aus-
geschrieben ist, entspricht gerade der Steigung der Sekante durch die Punkte
(x0,f0) und (x1,f1). Man bezeichnet diesen Wert als die dividierte Differenz
bezüglich x0 und x1 und schreibt

f [x0, x1] :=
f1 − f0
x1 − x0

.

Die zweite dividierte Differenz bezüglich x0, x1 und x2 ist dann gegeben durch

f [x0, x1, x2] :=
f [x1, x2] − f [x0, x1]

x2 − x0

und gerade identisch mit dem Koeffizienten c2 des Interpolationspolynoms
(A.26). Definieren wir allgemein

f [xi ] := f (xi) , (A.27)

f [xi , xi+1] :=
f [xi+1] − f [xi ]

xi+1 − xi
,

f [xi , xi+1, . . . , xi+k ] :=
f [xi+1, . . . , xi+k ] − f [xi , . . . , xi+k−1]

xi+k − xi
,

dann können die Koeffizienten der Newtonschen Interpolationsformel aus ei-
ner Tabelle der dividierten Differenzen abgelesen werden. In Tabelle
A.2 sind die dividierten Differenzen der verschiedenen Ordnungen spalten-
weise aufgeschrieben. Jede neue Spalte wird aus der vorherigen nach (A.27)
entsprechend berechnet. Die Koeffizienten der Newtonschen Interpolations-
formel ergeben sich direkt als die Werte der oberen Schrägzeile.

Ein Rechenprogramm mit der Interpolationsformel von Newton läuft in zwei
Schritten ab. Im ersten wird die Tabelle mit den für das Polynom benötigten
dividierten Differenzen erzeugt und die Koeffizienten cj berechnet. Für die
Auswertung wird das Polynom noch etwas umgeschrieben. Hier wieder das
Beispiel n = 2:

p2 = c0 + c1(x − x0) + c2(x − x0)(x − x1)
= c0 + (x − x0)(c1 + c2(x − x1)) .

Die gemeinsamen Faktoren werden nach vorne vor die Klammern gezogen.
Die Klammern werden dann von Innen nach Außen ausgewertet, um so die
Anzahl der Rechenoperationen so klein wie möglich zu halten.

Für die Lagrangesche Interpolationsformel haben wir eine Fehlerabschätzung
angegeben. Wie schon erwähnt, ist diese in der Praxis nur selten nützlich. Bei
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f (x ) 1. dividierte 2. dividierte 3. dividierte
Differenz Differenz Differenz

f [x0] = c0

f [x0, x1] = c1

f [x1] f [x0, x1, x2] = c2

f [x1, x2] f [x0, x1, x2, x3] = c3

f [x2] f [x1, x2, x3]
f [x2, x3] f [x1, x2, x3, x4]

f [x3] f [x2, x3, x4]
... f [x3, x4] f [x2, x3, x4, x5]

...

Tabelle A.2. Dividierte Differenzen

der Interpolation ist die Funktion f im Allgemeinen nicht gegeben, sondern
liegt nur in Form einer Wertetabelle vor. Zum Anderen muss die (n + 1)-
te Ableitung berechnet und an einer Zwischenstelle ausgewertet werden, die
nicht bekannt ist. Die Berechnung von Maximum und Minimum der (n + 1)-
ten Ableitung ist meist aufwändig und der berechnete maximale Fehler kann
zudem eine schlechte Abschätzung für den tatsächlichen Fehler liefern.

In Beispiel A.2 haben wir Werte der e-Funktion interpoliert und konnten dort
den Fehler abschätzen, da die Ableitungen der e-Funktion sehr einfach sind.

Bei der Newtonschen Interpolationsformel gibt es jedoch eine einfache Mög-
lichkeit, zumindest eine Näherung für den Fehler zu erhalten, falls man ein
zusätzliches Wertepaar (xn+1,fn+1) zur Verfügung hat. Wir betrachten hier
den Fall der Approximation und nehmen an, dass f = f (x ) eine mindes-
tens (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion ist. Mit dem Restglied
Rn = Rn(x ) gilt

f (x ) = pn(x ) + Rn(x ) ,

wobei pn(x ) das Interpolationspolynom vom Grad n ist. Dabei lässt sich
Rn(x ) in der Form

Rn(x ) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn)f [x , x0, x1, . . . , xn ]

schreiben. Dies lässt sich nicht ausrechnen, da das unbekannte f (x ) auf der
rechten Seite auftritt. Die Idee ist nun, zur Approximation dieser dividierten
Differenz das zusätzliche Wertepaar zusätzliche Wertepaar (xn+1,fn+1) ein-
zusetzen. Die Abschätzung ist dann natürlich nicht mehr exakt und hängt
von dem vorgegebenen Wertepaar ab. Man kann diesen Wert dann lediglich
als ein Näherungswert für den Fehler betrachten.
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Bemerkung: Es zeigt sich, dass speziell bei Polynomen höherer Ordnung
unangenehme Oszillationen auftreten. Ist der Grad des Polynoms echt größer
als fünf, d.h. es liegen mehr als sechs Wertepaare vor, dann sollte man für
praktische Anwendungen keine dieser Interpolationen benutzen, sondern die
Spline-Interpolation verwenden.

Beispiel A.4 (Newtonsche Interpolation, mit Maple-Worksheet).
Wir greifen den Tragflügel des Flugzeugs auf, den wir in diesem Anhang zu
Beginn tabelliert haben. Wir nehmen ein Polynom 5. Ordnung. Die sechs
Stützstellen und Stützwerte sind dabei wie folgt gewählt:

Oberseite Unterseite

x y x y

0 0 0 0

14, 833 5, 951 15, 617 −4, 733

40, 000 6, 803 40, 000 −4, 803

60, 051 5, 453 59, 949 −3, 675

80, 058 3, 178 79, 942 −2, 066

100, 000 0, 126 100, 000 0, 126

Die Lösung mit dem Worksheet Newton-Interpolation ist in Abbildung
A.3 zu sehen. Bei dieser geringen Anzahl von Punkten ist die Vorderkante
des Tragflügelprofils etwas zu spitz. Hier sollte man somit noch ein oder zwei
Stützstellen mehr einführen, so dass die Approximation das geometrische Ver-
halten richtig wiedergeben kann. In unserer Tabelle liegt nur eine Stützstelle
in dieser Rundung. �

Beispiel A.5 (Newtonsche Interpolation, mit Maple-Worksheet).
Wir nehmen nun einen Punkt zusätzlich dazu und wählen die sieben Stütz-
stellen wie folgt aus:

Oberseite Unterseite

x y x y

0 0 0 0

1, 158 1, 954 1, 342 −1, 830

14, 833 5, 951 15, 617 −4, 733

40, 000 6, 803 40, 000 −4, 803

60, 051 5, 453 59, 949 −3, 675

80, 058 3, 178 79, 942 −2, 066

100, 000 0, 126 100, 000 0, 126



A.3 Spline-Interpolation 361

Das Ergebnis des Worksheets überrascht dann. Statt einer besseren Lösung
liefert es oszillierende Kurven, wie dies in der nachfolgenden Abbildung auf-
gezeichnet ist.

�
�

1

Abb. A.3. Interpolation eines NACA-Profils mit sechs Wertepaaren

�
�

Abb. A.4. Interpolation eines NACA-Profils mit sieben Wertepaaren

Hier zeigt sich das in der Bemerkung angesprochene Verhalten: Das Interpo-
lationspolynom kommt ins Schwingen und liefert eine sehr ungünstige Ap-
proximation. Durch die Vorgabe von anderen Stützpaaren kann man diese
Oszillationen vermeiden. Für den praktischen Einsatz ist ein solches Verfah-
ren natürlich nicht anwendbar. �

Die Polynominterpolation tendiert zur Instabilität, falls der Grad des Po-
lynoms größer als fünf wird. Aus diesem Grunde haben sich in den letzten
Jahren andere Methoden durchgesetzt, die dieses Oszillationsverhalten nicht
zeigen. Die wesentliche Idee dahinter ist einfach: Statt ein Interpolationspo-
lynom hoher Ordnung zu benutzen, setzt man Polynome niedriger Ordnung
möglichst stetig zusammen. Das nennt man Spline-Interpolation.

A.3 Spline-Interpolation

Der Nachteil der Polynome hoher Ordnung wird bei der Spline-Interpolation
vermieden, indem nur Polynome niedriger Ordnung eingesetzt und diese ste-
tig aneinander gehängt werden. Der Begriff Spline oder übersetzt Strak oder
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Straklatte stammt ursprünglich aus dem Schiffsbau. Es ist eine lange bieg-
same Holzlatte, die als Kurvenlineal für das Zeichnen von Schiffsrümpfen
verwandt wird. Wird die Latte an einzelnen Punkten durch Nägel fixiert, so
biegt sie sich so, dass die Krümmung minimal wird. Wir werden hier die Idee
der Spline-Interpolation an den kubischen Splines erläutern. Zwischen zwei
Stützpunkten wird dabei jeweils ein Polynom vom Grad n = 3 also ein kubi-
sches Polynom gelegt. Durch Anschlussbedingungen wird garantiert, dass die
zusammengesetzte Funktion zweimal stetig differenzierbar ist. Die Situation
sieht dann wie folgt aus.

Gegeben sind n + 1 Stützwerte fi an den Stützstellen x0, x1, · · · , xn , die der
Größe nach sortiert sind:

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b .

Die Näherungsfunktion S = S (x ) mit x ∈ [a, b] setzt sich stückweise aus
Polynomen zusammen, d.h.

S (x ) = Si(x ) für x ∈ [xi , xi+1] ,

mit i = 0, 1, . . . ,n − 1, wobei wir kubische Polynome

Si(x ) = ai + bi(x − xi) + ci(x − xi)2 + di(x − xi)3 (A.28)

betrachten wollen.

Jedes kubische Polynom hat vier unbekannte Koeffizienten, also insgesamt
gibt es 4n freie Parameter. Um diese zu bestimmen wird gefordert, dass die
folgenden Bedingungen gelten:

1. S erfüllt die Interpolationsbedingungen

S (xi) = fi , i = 0, · · · ,n , d.h.
Si(xi) = fi , i = 0, · · · ,n . (A.29)

2. S ist im Innern von [a, b] zweimal stetig differenzierbar, d.h.

Si(xi) = Si−1(xi), i = 1, 2, · · · ,n − 1 ,

S ′
i (xi) = S ′

i−1(xi), i = 1, 2, · · · ,n − 1 , (A.30)
S ′′
i (xi) = S ′′

i−1(xi), i = 1, 2, · · · ,n − 1 .

Damit haben wir 4n − 2 Gleichungen für die 4n Koeffizienten. Die fehlenden
zwei Bedingungen erhält man aus zusätzlichen Randbedingungen an S . Gilt

S ′′
0 (a) = S ′′

n−1(b) = 0 ,
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so verlangt man den stetigen Übergang von S am Rand in eine Gerade. S
wird dann der natürliche kubische Spline genannt.

Die Berechnung der ersten und zweiten Ableitung der kubischen Polynome
Si liefert

S ′
i (x ) = bi + 2ci(x − xi) + 3di(x − xi)2 ,

S ′′
i (x ) = 2ci + 6di(x − xi) .

Aus den Bedingungen (A.29) und (A.30) erhält man damit

1. ai = yi , i = 0, 1, . . . ,n ,

2. c0 = cn = 0 ,

3. hi−1ci−1 + 2(hi−1 + hi)ci + hici+1 = 3
hi

(ai+1 − ai) − 3
hi−1

(ai − ai−1),
i = 1, 2, · · · ,n − 1 mit hi := xi+1 − xi , i = 0, 1, . . . ,n − 1 ,

4. bi = 1
hi

(ai+1 − ai) − hi

3 (ci+1 + 2ci), i = 0, 1, . . . ,n − 1 ,

5. di = 1
3hi

(ci+1 − ci), i = 0, 1, . . . ,n − 1 .

Die Gleichungen in 3. bilden ein System linearer Gleichungen

Ac = r

mit der Matrix

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2(h0 + h1) h1

h1 2(h1 + h2) h2

. . . . . . . . .
. . . . . . hn−2

hn−2 2(hn−2 + hn−1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

dem Vektor c, in dem die gesuchten Koeffizienten stehen und der rechten
Seite r:

c =

⎛⎜⎜⎜⎝
c1

c2

...
cn−1

⎞⎟⎟⎟⎠ , r =

⎛⎜⎝
3
h1

(a2 − a1) − 3
h0

(a1 − a0)
...

3
hn−1

(an − an−1) − 3
hn−2

(an−1 − an−2)

⎞⎟⎠ .

Man nennt dieses lineare Gleichungsystem ein tridiagonales Gleichungssys-
tem, da nur die mittleren drei Diagonalen, Haupt- und die angrenzenden
zwei Nebendiagonalen, besetzt sind und alle anderen Koeffizienten der Ma-
trix Null sind. Die Matrix A ist stark diagonal dominant, streng regulär und
positiv definit. Bei äquidistanten Schrittweiten hi ist sie symmetrisch.
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Das Gleichungssystem ist damit eindeutig lösbar. Am besten wendet man ein
modifiziertes Gauß-Verfahren für tridiagonale Matrizen an, den sogenannten
Thomas-Algorithmus an. Dieser wird im Kapitel über Randwertprobleme bei
der Anwendung von Differenzenverfahren genauer beschrieben.

Die Vorgabe anderer Randwerte ist möglich, wie periodische Randwerte oder
die Vorgabe der ersten Ableitungen der Spline-Funktionen am Rand. Die star-
ke Forderung, dass die Krümmung der kubischen Polynome an den Stützstel-
len identisch ist, garantiert den glatten Verlauf der Interpolationsfunktion.
Sie ist besonders für solche Anwendungen geeignet, von denen man weiß,
dass sie durch sehr glatte Kurven beschrieben werden. Der kubische Spline
beschreibt im Wesentlichen das Straken und minimiert die Biegungsenergie.

Beispiel A.6 (Spline-Interpolation, mit Maple-Worksheet). Wir
greifen noch einmal das NACA-Profil aus Tabelle A.1 auf. Diesmal verwen-
den wir allerdings alle Stützstellen und wenden im Worksheet die Spline-
Interpolation darauf an. Das Ergebnis entspricht einem realen Profil. �

Abb. A.5. Spline-Interpolation eines NACA-Profils

A.4 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Wir haben uns in diesem Anhang auf die Interpolation durch Polynome und
stückweise Polynome, speziell die kubischen Splines beschränkt. Dies ist nur
ein kleiner Ausschnitt der Interpolation und Approximation, den wir im Ka-
pitel über die numerische Lösung von Integralen und von Differenzialglei-
chungen benötigen.

Die Interpolation mit Hilfe von Polynomen kann mit Polynomen bis zum
Grad fünf ausgeführt werden. Insofern ist der praktische Einsatz der reinen
Polynominterpolation beschränkt. Es ist das klassische Verfahren für die In-
terpolation zwischen einigen wenigen Werten. Werden bei einer Wertetabelle
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an Zwischenstellen Werte benötigt und ist die Genauigkeitsanforderung nicht
sehr hoch, dann kann dort lokal eine solche Interpolationsformel eingesetzt
werden. Es werden dann nur die benachbarten Werte als Stützwerte benutzt
und keine Interpolation über alle vorliegenden Werte erzeugt. Bei Näherungs-
werten an diskreten Punkten im Rahmen einer numerischen Simulation tritt
die gleiche Situation auf. Bei der Konstruktion von Näherungsverfahren wie
bei der numerischen Integration und Differenziation spielt sie eine wichtige
Rolle und kommt in diesen Kapiteln entsprechend vor.

Die Newtonsche und Lagrangesche Interpolationsformel liefert natürlich das-
selbe Polynom, da dieses eindeutig bestimmt ist. Allerdings haben die ver-
schiedenen Darstellungen verschiedene Eigenschaften. Bei der Hinzunahme
einer zusätzlichen Interpolationsstelle müssen bei der Lagrangeschen For-
mel alle Stützpolynome Li neu berechnet werden. Die Berechnung der La-
grangeschen Stützpolynome, alle vom Grad n, ist im Vergleich zur Newton-
Interpolation aufwändiger. Insofern ist die Newtonsche Interpolationsformel
für praktische Rechnungen vorzuziehen. Die Lagrange Interpolation hat vor
allem durch den einfachen Aufbau theoretische Bedeutung. Für praktische
Probleme mit vielen Werten oder im Bereich CAD hat die Interpolation mit
Splines die reine Polynominterpolation abgelöst. Die Spline-Interpolation ist
robuster und zeigt kein Oszillationsverhalten.

Es gibt eine ganze Reihe weiterer Ansätze für die Interpolation. Eng ver-
wandt mit der Polynominterpolation ist die Hermite-Interpolation. Hier
wird das Interpolationspolynom erzeugt, indem neben den Werten der Funk-
tion auch Werte der Ableitungen mit in die Berechnung eingehen. Dies wird
gerne dort angewandt, wo auch Werte von Ableitungen vorliegen. Ein typi-
sche Anwendung ist die Interpolation von Näherungslösungen von Differenzi-
algleichungen. Mit der Hermite-Interpolation können sehr genaue Interpola-
tionspolynome konstruiert werden. Allerdings ist bei vielen Stützstellen auch
ein oszillierendes Verhalten möglich. Interpolation mit gebrochen rationalen
Funktionen wird insbesondere dort eingesetzt, wo bekannt ist, dass die inter-
polierte Funktion eine Singularität besitzt. Dagegen wird die trigonometrische
Interpolation gerne für periodische Probleme benutzt.

Wir haben hier nur die Interpolation von Funktionen einer Raumdimension
betrachtet. Anwendungen in mehreren Dimensionen, wie Kurven und Flä-
chen im Raum sind zum Beispiel im Bereich der CAD-Systeme sehr wich-
tig. Weitergehende Darstellungen der Interpolation findet man in verschie-
denen Büchern zur numerische Mathematik, z. B. [15], [16], [50], [58], [55].
Ein Standardwerk zu der Spline-Interpolation ist [13]. Unterprogramme zur
Interpolation finden sich in [47] oder [17] und in den großen numerischen
Software-Bibliotheken IMSL [68] und NAG [45].
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In diesem Anhang geht es um die numerische Lösung von nichtlinearen alge-
braischen Gleichungen, wie z.B.

x 2 + 7x + 9 = 0 ,

ex + cos x = sin x ,

g(x ) = h(x ) + 7, . . . .

Die Approximation einer nichtlinearen Differenzialgleichung wird auf ein sol-
ches Problem führen. So ergeben sich bei den Differenzenverfahren ein Sys-
tem von nichtlinearen Differenzengleichungen, welches dann numerisch gelöst
werden muss. Ein anderes Beispiel ist das Schießverfahren in Kapitel 3.2
zur numerischen Lösung von gewöhnlichen Randwertproblemen. Hier ist es
so, dass die vorkommende Funktion nicht unbedingt durch eine geschlossene
Formel gegeben ist.

Ganz allgemein betrachten wir in diesem Kapitel des Anhangs die numerische
Lösung einer Gleichung der Form

f (x ) = 0 . (B.1)

Gesucht ist somit eine Nullstelle der im Allgemeinen nichtlinearen Funktion
von f = f (x ). Ist die nichtlineare Funktion nicht gerade eine quadratische
Funktion, dann ist man darauf angewiesen, dies näherungsweise auszufüh-
ren. Vorausgesetzt sei im Folgenden immer, dass die Funktion f = f (x ) im
betrachteten Bereich zumindest stetig ist.

Die Stetigkeit von Funktionen, die durch Formelausdrücke gegeben sind, kann
man entsprechend überprüfen. Beim Schießverfahren in Kapitel 3.2 ist diese
Überprüfung allerdings nicht so einfach. Wir gingen beim Schießverfahren da-
von aus, dass nach Definition 2.2.1 dies immer der Fall ist, wenn das Problem
sachgemäß gestellt ist.

Im Folgenden werden wir verschiedene Verfahren zur Lösung nichtlinearer
Gleichungen vorstellen.
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B.1 Bisektion

Abb. B.1. Prinzip des Bisektionsverfahrens

Aus der Analysis kennt man den Satz von Rolle, der besagt, dass eine steti-
ge Funktion, die an einer Stelle einen positiven und an einer anderen Stelle
einen negativen Wert hat, dazwischen mindestens eine Nullstelle besitzt. Die-
se Tatsache kann man als Ausgangspunkt eines numerischen Verfahrens zum
Auffinden von Nullstellen benutzen.

Gibt es zwei Punkte x0, x1 mit der Eigenschaft, dass

f (x0) f (x1) < 0 ,

d.h. die beiden zugehörigen Funktionswerte f (x0) und f (x1) haben unter-
schiedliche Vorzeichen, dann gibt es nach dem Satz von Rolle zwischen x0

und x1 mindestens eine Nullstelle von f .

Wir nehmen an, dass x0 < x1 und halbieren als nächstes das Intervall [x0, x1],
nehmen den Mittelpunkt des Intervalls und prüfen das Vorzeichen des Funk-
tionswerts an dieser Stelle. Ist es das gleiche Vorzeichen wie das des Funk-
tionswertes bei x0, so ersetzen wir x0 durch den neuen Punkt xneu und wir
haben erneut ein Intervall, jetzt [xneu, x1], welches die gleichen Eigenschaften
wie das Ausgangsintervall [x0, x1] hat. Es befindet sich somit eine Nullstelle
in diesem Intervall.

Im anderen Fall hat die Funktion bei xneu das gleiche Vorzeichen wie der
Funktionswert bei x1, so ersetzen wir x1 durch den neuen Punkt. Das neue
Intervall ist dann [x0, xneu]. Wir sehen, wie dieses Verfahren weiter läuft. Man
fängt wieder von vorne an. Das betrachtete Intervall wird sukzessive halbiert
und die Hälften weiter untersucht, in welcher der Vorzeichenwechsel statt
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findet. War der Funktionswert schon Null oder aber sein Betrag so klein,
dass er uns als numerische Näherung reicht, dann sind wir bereits fertig.

Die einzelnen Schritte lassen sich in dem folgenden Algorithmus formulieren:

– Berechne xneu =
x0 + x1

2
.

– Falls |f (xneu)| klein genug, brich ab und verwende xneu als numerische Nä-
herung der Nullstelle.

– sonst:

– Falls f (x0)f (xneu) < 0, ersetze x1 durch xneu (x1 := xneu).

– Andernfalls ersetze x0 durch xneu (x0 := xneu).

– Beginne von vorne.

In der Abbildung (B.1) oben sind die Punkte ihrer Entstehung nach num-
meriert. Der Algorithmus ist in Abbildung B.2 zusätzlich als Struktogramm
dargestellt.

Bisektion als Unterprogramm

Real a, b, ε, x0, xa , f0, fa , f

Übernehme a, b, ε

f0 = 2ε

Solange |f0| ≥ ε

x0 =
a + b

2

f0 = f (x0)

fa = f (xa)
.

...................................
...................................

...................................
...................................

...................................
...................................

...................................
...................................

.............. .

...................................
...................................

...................................
...................................

...................................
...................................

...................................
...................................

..............

f0 · fa < 0
ja nein

b = x0 a = x0

Gib x0 zurück

Abb. B.2. Bisektionsverfahren, es wird dabei vorausgesetzt, dass die Funktions-
werte an den Grenzen des Ausgangsintervalls unterschiedliches Vorzeichen besitzen
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Bemerkung: Haben beim Start des Verfahrens die Funktionswerte an den
Intervallgrenzen x0 und x1 die gleichen Vorzeichen, so muss man das Intervall
entsprechend vergrößern bis unterschiedliche Vorzeichen auftreten.

B.2 Regula Falsi

Abb. B.3. Prinzip der Regula Falsi

Schon Adam Riese kannte eine Verbesserung der Bisektion. Die Wahl des
neuen Punktes in der Mitte erscheint oft nicht optimal gewählt, und das
Verfahren kann selbst bei sehr einfachen Funktionen wie z.B. linearen sehr
lange brauchen. Da liegt es nahe, statt der Halbierung eine Gerade durch
die Punkte (x0, f (x0)) und (x1, f (x1)) zu ziehen. Dort, wo diese die x -Achse
schneidet, wählt man dann den neuen Wert xneu. Damit hat man bei linearen
Funktionen in einem Schritt die exakte Lösung.

Aber auch bei nichtlinearen Funktionen sollte dieses Verfahren schneller zum
Ziel kommen. In Abbildung B.3 zeigt sich dies an unserem Beispiel deutlich.
Nun benötigen wir noch die zugehörigen Formeln, nach der sich xneu berech-
nen lässt. Dazu setzen wir einfach eine allgemeine lineare Funktion an, die in
x0 den Wert f (x0) hat, in x1 den Wert f (x1) und in xneu verschwindet. Nach
dem Lagrangschen Interpolationspolynom lautet die Geradengleichung

y = f (x0)
x − x1

x0 − x1
+ f (x1)

x − x0

x1 − x0
.
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Setzen wir x = xneu in diese Gerade ein, ergibt sich als Funktionswert Null.
Löst man weiter nach xneu auf, so ergibt sich die gewünschte Formel:

xneu =
x0f (x1) − x1f (x0)

f (x1) − f (x0)
. (B.2)

Der Algorithmus für die Regula Falsi lautet also:

– Berechne xneu nach Formel (B.2).

– Falls |f (xneu)| klein genug, brich ab und verwende xneu als numerische Nä-
herung der Nullstelle.

– sonst:

– Falls f (x0)f (xneu) < 0, ersetze x1 durch xneu (x1 := xneu).

– Andernfalls ersetze x0 durch xneu (x0 := xneu).

– Beginne von vorne.

In der Abbildung B.3 hierzu sind die Punkte wieder in der Reihenfolge ihrer
Entstehung nummeriert.

B.3 Sekantenverfahren

War die Regula Falsi eine Variation der Bisektion, so ist das Sekantenverfah-
ren eine Variation der Regula Falsi. Es ergibt sich, wenn man sich von Anfang
an nicht darum kümmert, ob die jeweiligen zwei Punkte die Nullstelle ein-
schließen oder nicht. Man verwirft einfach, nachdem man den neuen Punkt
ausgerechnet hat, den ältesten Punkt. Sind x0 und x1 gegeben, so lautet die
Iterationsvorschrift:

xk+1 =
xk−1f (xk ) − xk f (xk−1)

f (xk ) − f (xk−1)
. (B.3)
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(a) x0, x1 vertauscht (b) Startwerte näher zusammen

Abb. B.4. Sekantenverfahren

Die Abbildungen B.4 zeigen, wo die Stärken und die Schwächen liegen. Im
linken Bild wurden die Startwerte wie im Beispiel für die Bisektion und Regu-
la Falsi gewählt. Das Verfahren führt sehr schnell aus dem Definitionsbereich
von f heraus. Auch das Vertauschen der beiden Startwerte (mittleres Bild)
kann dieses Problem nicht lösen. Sind dagegen die Startwerte wie im rechten
Bild näher beieinander, so kann man sehr schnelle Konvergenz bekommen.

Möchte man dieses Verfahren zur Approximation einer Nullstelle verwenden,
so muss man sicher stellen, dass das Verfahren abbricht, sobald man in eine
Situation wie in den beiden linken Bildern kommt, und mit zwei anderen
Werten neu startet. Diese kann man sich durch ein paar Schritte des Bisek-
tionsverfahrens besorgen.

Eine wichtige Anwendung des Sekantenverfahrens ist die Suche nach einer
Anfangseinschließung für die Bisektion oder Regula Falsi. Hat man nämlich
am Anfang zwei Punkte, deren Funktionswert das gleiche Vorzeichen hat,
so kann man einige Schritte des Sekantenverfahrens durchführen, bis man
auf einen Punkt kommt, dessen Funktionswert das umgekehrte Vorzeichen
besitzt. Für das Schießverfahren wird das auf Seite 122 beschrieben.

B.4 Das Newton-Verfahren

Für differenzierbare Funktionen kann man aus dem Sekantenverfahren eine
Methode herleiten, die oft noch um einiges schneller konvergiert: das Newton-
Verfahren. Die Iterationsvorschrift des Sekantenverfahrens (B.3) lässt sich
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(a) Guter Startwert (b) Startwert leicht verschoben

Abb. B.5. Newton-Verfahren

umschreiben in
xk+1 = xk − f (xk )

xk − xk−1

f (xk ) − f (xk−1)
.

Für differenzierbares f kann man hier den Grenzübergang xk−1 → xk durch-
führen. Der Bruch auf der rechten Seite ist gerade der Kehrwert des Differen-
zenquotienten. Durch den Grenzübergang geht er demnach in den Kehrwert
der Ableitung über. Damit ergibt sich als Iterationsvorschrift für das Newton-
Verfahren:

xk+1 = xk − f (xk )
f ′(xk )

. (B.4)

Man sucht nun nicht mehr nach dem Schnittpunkt der Sekante mit der x -
Achse sondern nach dem Schnittpunkt der Tangente mit der x -Achse.

In der rechten Abbildung in B.5 findet man ein Beispiel dafür, dass dies nicht
immer gut gehen muss. Wird die Ableitung Null, so ist die Tangente parallel
zur x -Achse und schneidet sie nicht. In der Formel (B.4) drückt sich das darin
aus, dass der Nenner des Bruchs Null wird. Hier versagt das Verfahren und
bricht ab. Hat man jedoch wie in der linken Abbildung einen guten Start-
wert erwischt, so bekommt man eine besonders schnelle Konvergenz. Man
muss also auch hier Abfragen einbauen, die kontrollieren, ob der Startwert
gut war. Man kann z. B. dann, wenn der Betrag des Funktionswertes der Ite-
rierten |f (xk )| steigt statt zu fallen, für ein paar Schritte auf die Regula Falsi
übergehen und mit dem dort erreichten Wert wieder in die Newton-Iteration
einsteigen.
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B.5 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Das Newton-Verfahren ist sicherlich das Schnellste der Verfahren. Allerdings
muss man es, wie gesehen, oft mit einem anderen Verfahren kombinieren, weil
man einem gegebenen Startwert nicht direkt ansehen kann, ob er zur Kon-
vergenz führt oder nicht. Ist die Funktion nicht differenzierbar oder die Ab-
leitung nicht durch eine geeignete Formel gegeben, so ist das Verfahren nicht
anwendbar. Manchmal ist die Berechnung der Ableitung auch so aufwän-
dig, dass sie die schnellere Konvergenz im Vergleich zum Sekantenverfahren
wieder aufwiegt. In einem solchen Fall wird auch ein modifiziertes Newton-
Verfahren angewandt, bei dem die Ableitung nicht in jedem Iterationsschritt
neu berechnet wird.

Ein Vorteil des Sekantenverfahrens gegenüber dem Newton-Verfahren ist der
wesentlich geringere Rechenaufwand für einen Iterationsschritt. Das Problem,
dass man den Startwerten die Konvergenz oder Divergenz nicht direkt anse-
hen kann, teilt es allerdings mit diesem. So muss man beide Verfahren oft in
Kombination mit der Bisektion oder Regula Falsi benutzen.

Die Bisektion und die Regula Falsi garantieren, dass das Verfahren konver-
giert, sobald man eine Einschließung einer Nullstelle durch Punkte mit Funk-
tionswerten unterschiedlichen Vorzeichens hat. Allerdings erkauft man sich
diese Sicherheit durch eine – vor allem bei der Bisektion – langsamere Kon-
vergenz. Oft ist diese aber ausreichend, insbesondere dann, wenn keine allzu
hohe Genauigkeit gefordert wird. Bei der Regula Falsi kann es vorkommen,
dass einer der beiden Punkte sich nur sehr langsam ändert, obwohl der an-
dere der Nullstelle schon sehr nahe kommt. Dieses ist für die Konvergenz
natürlich nicht ideal. In einem solchen Fall kann man einen Schritt mit dem
Bisektionsverfahren dazwischen ausführen oder einen Schritt mit der Hälfte
des Funktionswerts an diesem Punkt in der Formel (B.2) ausführen. Auf diese
Art und Weise kann man den neuen Punkt auf die andere Seite der Nullstelle
bringen. Der alte Punkt, der sich so langsam bewegt hatte, wird durch eine
bessere Näherung ersetzt. Für die Anfangseinschließung brauchen beide Ver-
fahren, wie oben gesehen, oft ein paar Schritte der Sekantenmethode, so dass
auch diese beiden mit den anderen kombiniert werden sollten.

Als weiterführende Literatur sei auf die allgemeinen Bücher über numerische
Methoden verwiesen, so z.B. [15], [16], [50], [58], [55].



C Iterative Methoden zur numerischen Lösung
von linearen Gleichungssytemen

Bei Näherungsverfahren für partielle Differenzialgleichungen treten oft große
lineare Gleichungssystem (LGS) auf, welche zur Ermittlung der Werte der
Nährungslösung gelöst werden müssen. Diese Gleichungssysteme nennt man
schwach besetzt, da nur sehr wenige Elemente der Matrix von Null ver-
schieden sind. So hat man bei einem Differenzenverfahren für die Poisson-
Gleichung mit dem 5-Punkte-Stern höchstens 5 Elemente einer Zeile der Ma-
trix von Null verschieden. Schwach besetzte Matrizen treten analog auch bei
Finite-Volumen- und Finite-Element-Verfahren auf. Insofern ist die effizien-
te Lösung von schwach besetzten LGS eine wichtige Grundaufgabe bei der
numerischen Lösung von partiellen Differenzialgleichungen.

Iterative Methoden haben bei schwach besetzten Gleichungssystemen wesent-
liche Vorteile. Die Matrix des Gleichungssystems mit den vielen Nullen muss
nicht abgespeichert werden, es werden nur die Elemente ungleich Null benö-
tigt. Weiter muss ein System von Differenzengleichungen, welches schon eine
diskrete Approximation der Differenzialgleichung darstellt, nicht unbedingt
exakt gelöst werden. Eine Näherungslösung des LGS, deren Fehler etwas klei-
ner als der schon gemachte Verfahrensfehler ist, reicht hier aus. Der Rechen-
aufwand eines Iterationsverfahrens wird insbesondere bei großen Systemen
sehr viel kleiner sein als der des Gaußschen Eliminationsverfahrens.

Eine iterative Methode wird durch eine Iterationsvorschrift definiert. Auf
der linken Seite steht die Iterierte im neuen Iterationsschritt, auf der rech-
ten Seite eine Berechnungsvorschrift, in welche die alten Iterierten eingehen.
Durch wiederholtes Ausführen werden sukzessive Näherungen der Lösung
erhalten. Die im Kapitel 6 im Abschnitt über die Differenzenverfahren für
elliptische Differenzialgleichungen vorgestellten iterativen Verfahren sind bei
einer kleinen Anzahl von Unbekannten meist effizient. In der Praxis erfor-
dert allerdings die Auflösung mancher physikalischer Phänomene sehr kleine
Schrittweiten und somit eine sehr große Zahl von Gitterpunkten. Hier sind
schnellere Methoden nötig, die im Folgenden in einem Überblick vorgestellt
werden. Für weitere Informationen wird auf die entsprechende Speziallite-
ratur verwiesen. Begonnen wird mit einer etwas allgemeineren Darstellung



376 C Iterative Methoden zur numerischen Lösung von LGS

der in Kapitel 6 vorgestellten klassischen Iterationsverfahren, danach werden
Mehrgitter-, CG- und Krylov-Unterraum-Methoden angesprochen.

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem der From

Au = b

mit der (n × n)-Matrix A, der rechten Seite b und dem gesuchten Lösungs-
vektor u:

A = (aij )i=1,2,..,n;j=1,2,..,n ; b = (b1, b2, .., bn)t ; u = (u1, u2, .., un)t .

Das obige LGS besteht aus n Zeilen der Form

n∑
j=1

aijuj = bi mit i = 1, 2, ...,n .

C.1 Die klassischen Iterationsmethoden

In Kapitel 6 haben wir die i -te Gleichung des Systems von Differenzenglei-
chungen für die Poisson-Gleichung nach ui aufgelöst (d.h. Gleichung 1 nach
u1, Gleichung 2 nach u2, . . . , Gleichung n nach un):

ui =
1
aii

(bi −
i−1∑
j=1

aijuj −
n∑

j=i+1

aijuj ), i = 1, 2, . . . ,n .

Dieses System wird dann iterativ gelöst, indem zunächst eine Anfangsschät-
zung für die Lösung des LGS (u(0)

1 , u(0)
2 , . . . , u(0)

n ) vorgegeben wird und dann
neue Iterierte durch die Vorschrift

u(m+1)
i =

1
aii

(bi −
i−1∑
j=1

aiju
(m)
j −

n∑
j=i+1

aiju
(m)
j ), i = 1, 2, . . . ,n

bestimmt werden.

Dieses Iterationsverfahren heißt Jacobi-Verfahren und ist im Worksheet
Jacobi sowohl direkt als auch in Form einer Prozedur programmiert.
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Bei dem Jacobi-Verfahren beginnt man bei der (m + 1)-ten Iteration mit der
1. Gleichung, um u(m+1)

1 durch die “alten“ Werte u(m)
1 , u(m)

2 . . . , u(m)
n zu be-

rechnen. Anschließend wählt man Gleichung 2 und berechnet u(m+1)
2 aus den

“alten“ Daten u(m)
1 , u(m)

2 , . . . , u(m)
n . Dabei könnte man im Prinzip schon aus-

nutzen, dass u(m+1)
1 zu diesem Zeitpunkt schon berechnet wurde und voraus-

sichtlich auch schon eine bessere Approximation darstellt. Man sollte also ein
verbessertes Verfahren erhalten, indem man bei der Berechnung von u(m+1)

i

die schon aktualisierten Werte u(m+1)
1 , u(m+1)

2 , . . . , u(m+1)
i−1 berücksichtigt:

u(m+1)
i =

1
aii

(bi −
i−1∑
j=1

aiju
(m+1)
j −

n∑
j=i+1

aiju
(m)
j ), i = 1, 2, . . . ,n .

Gauß-Seidel-Verfahren

Dieses Verfahren nennt man das Gauß-Seidel-Verfahren und ist im
Maple-Worksheet Gauß-Seidel sowohl direkt als auch in Form einer Pro-
zedur programmiert.

Das SOR-Verfahren (Successive Overrelaxation) beruht auf der Tatsache,
dass die Konvergenz des Gauß-Seidel-Verfahrens verbessert werden kann,
wenn man eine Linearkombination des alten Wertes u(m)

i und des aktuali-
sierten Wertes u(m+1)

i wählt

u(neu)
i = w · u(m+1)

i + (1 − w) · u(m)
i .

SOR-Verfahren

Der Relaxationsparameter w liegt üblicherweise im Bereich 1 ≤ w ≤ 2. Bei
w = 1 ist das Verfahren identisch mit dem Gauß-Seidel-Verfahren. Werte
des Relaxationsparameters w über 1 bedeuten, dass der neue iterierte Wert
stärker gewichtet wird, daher der Name Überrelaxation. Es muss 0 < w < 2
sein, da sonst keine Konvergenz erfolgt.

Das SOR-Verfahren ist im Maple-Worksheet SOR sowohl direkt als auch
in Form einer Prozedur programmiert. Es kann gezeigt werden, dass der op-
timale Relaxationsparameter durch wopt = 2

1+
√

1−ρ2
gegeben ist, wenn ρ der

größte Eigenwert der Jacobi-Matrix ist.
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Den Iterationsverfahren ist eines gemeinsam, dass die Iteration bei Erreichen
der gewünschten Genauigkeit abgebrochen werden muss. Um ein Abbruch-
kriterium zu erhalten, bestimmt man nach jeder Iteration das Residuum.
Im m-ten Iterationsschritt ist es durch

R(m)
i =

n∑
j=1

aiju
(m)
j − bi (i = 1, . . . ,n)

gegeben. Von diesem Residuumvektor nehmen wir die maximale Komponente

R(m) = max
i=1,...,n

|R(m)
i | ,

die Alternative wäre das quadratische Mittel.

Als Abbruchkriterium fordert man in der Regel, dass sowohl

1. das Residuum kleiner einer gewissen Vorgabe ist, R(m) < δ1, als auch
dass

2. die Differenz der Werte zweier aufeinander folgender Iterationen kleiner
einer vorgegebenen Schranke sind

max
i=1,...,n

|u(m)
i − u(m−1)

i | < δ2.

Im Kapitel der Differenzenverfahren für elliptische Differenzialgleichungen
werden diese Verfahren so in Rechenprogramme umgesetzt, indem die Diffe-
renzengleichungen geeignet umgestellt wurden. Allgemeine theoretische Aus-
sagen und Informationen über die Struktur dieser Iterationsverfahren erhält
man über die Matrix-Formulierung: Dazu wird die Matrix A in die Summe

A = L + D + U (C.1)

zerlegt. Dabei ist L (lower) die Matrix, welche die Elemente von A im unteren
Dreieck enthält, U (upper) ist die Matrix, welche die Elemente im oberen
Dreieck enthält und D die Matrix mit den Diagonalelementen. Die Matrizen
haben somit die Gestalt

L =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 · · · · · · 0

∗ . . .
...

...
. . . . . .

...
∗ · · · ∗ 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , D =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
∗

. . .
. . .

∗

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , U =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 ∗ · · · ∗
...

. . . . . .
...

...
. . . ∗

0 · · · · · · 0

,

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(C.2)



C.1 Die klassischen Iterationsmethoden 379

wobei “∗“ für ein Matrixelement steht, welches ungleich Null sein darf. Es
wird hier vorausgesetzt, dass die Diagonalmatrix D regulär ist und somit die
Inverse D−1 existiert.

Wir setzen diese Aufspaltung in das Gleichungssystem ein und erhalten

(L + D + U)u = b . (C.3)

Behält man hier D auf der linken Seite und schafft alles andere auf die rechte,
ergibt sich

Du = −(L + U)u + b . (C.4)

Mit der inversen Matrix D−1 multipliziert folgt

u = −D−1(L + U)u + D−1b (C.5)

und damit der Ausgangspunkt für eine Iterationsvorschrift:

u(m+1) = −D−1(L + U)u
(m)

+ D−1b (C.6)

mit m = 0, 1, . . . . Schaut man sich diese Gleichung komponentenweise an,
dann sieht man schnell, dass dies gerade die Matrix-Schreibweise des Jacobi-
Verfahrens ist.

Allgemein können wir ein lineares Iterationsverfahren damit durch die Vor-
schrift

u(m+1) = Mu(m) + Nb (C.7)

definieren. Durch die Wahl

MJ := −D−1(L + U), NJ = D−1 (C.8)

erhält man das Jacobi-Verfahren.

Beim Gauß-Seidel-Verfahren werden die schon berechneten Werte im neu-
en Iterationslevel schon benutzt. Die zugehörigen Koeffizienten stehen in der
unteren Dreiecksmatrix. Man erhält somit für dieses Verfahren zunächst

(L + D)u = −Uu + b (C.9)

und daraus die Iterationsvorschrift

u(m+1) = −(L + D)−1 Uu(m) + (L + D)−1 b (C.10)

mit den Iterationsmatrizen

MGS := −(L + D)−1 U, NGS := (L + D)−1 . (C.11)
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Das SOR-Verfahren lässt sich analog in die Gestalt (C.7) bringen. Die Ma-
trizen der Iterationsvorschrift lauten hier

MSOR = −(ω L + D)−1 ((ω − 1)D + ω U), (C.12)

und
NSOR = ω (ω L + D)−1 . (C.13)

Für diese Verfahren kann man Konvergenzaussagen ableiten. Das theoretische
Werkzeug ist der Banachsche Fixpunktsatz oder besser der endlich dimensio-
nale Spezialfall dieses Satzes. Man muss zeigen, dass die Iterationsmatrix eine
Kontraktion definiert. Darauf werden wir hier nicht weiter eingehen, sondern
auf die Spezialliteratur verweisen. Es gibt die folgende Aussage:

Die Iteration (C.7) ist genau dann für jeden Startvektor u0 und jede rechte
Seite b konvergent, wenn

ρ(M) < 1 (C.14)

gilt. Dabei ist
ρ(M) = max

i=1,...,n
|λi(M)| (C.15)

der Spektralradius von M, λi bezeichnet den i -ten Eigenwert von M.

Aus diesem Satz lassen sich dann verschiedene Bedingungen ableiten, bei de-
nen die Konvergenz der Iterationsverfahren unabhängig von dem Startvektor
und der rechten Seite gesichert ist. Kriterien dieser Art sind:

Bemerkungen:

1. Ist A strikt diagonal dominant, das heißt es gilt

|aii | >
n∑

i=1
j 	=i

|aij |, i = 1, 2, . . . ,n , (C.16)

dann ist das Jacobi- und das Gauß-Seidel-Verfahren konvergent.

2. Ist A symmetrisch und positiv definit, dann ist das Jacobi- und das SOR-
Verfahren mit ω ∈ (0, 2) konvergent.

3. Das SOR-Verfahren ist höchstens für 0 < ω < 2 konvergent.

Weitere Konvergenzsätze sind in der Spezialliteratur zu finden. Ebenso gibt
es hier weitere Aussagen über die optimale Wahl des Relaxationsparameters
ω.
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Bei der numerischen Lösung der Poisson-Gleichung mit dem Differenzenver-
fahren in Kapitel 6 ergibt sich

ωopt =
2

1 +
√

1 − µ2
, µ := ρ(MJ ) . (C.17)

Bei der Approximation von elliptischen Randwertproblemen zeigt sich, dass
der Spektralradius der Iterationsmatrizen M das Verhalten

ρ(M) = 1 − 0(hP ) (C.18)

besitzt. Dabei ist h die Diskretisierungsschrittweite und der Exponent p
positiv. Je kleiner die Schrittweite wird, desto mehr strebt der Spektralra-
dius gegen Eins und das Konvergenzverhalten wird schlechter. Das Problem
wird schlecht konditioniert. Speziell bei sehr großen, schwach besetzten Glei-
chungssystemen ist dann das SOR-Verfahren selbst bei optimaler Wahl von
w langsam.

C.2 Mehrgitterverfahren

Die genaue Betrachtung der klassischen Iterationsverfahren zur Lösung der
großen schwach besetzten Gleichungssysteme ist der Ausgangspunkt der
Mehrgitterverfahren. Es zeigt sich, dass ein klassisches Iterationsverfahren
kleinskalige Anteile in der Lösung sehr schnell sehr gut wiedergibt und die
große Anzahl der Iterationen auf die großskaligen Lösungsanteile zurückge-
hen. Wenn wir an das Differenzenverfahren für die Poisson-Gleichung denken,
dann ist dieses Verhalten einfach zu motivieren. Setzen wir den 5-Punkte-
Stern ein, dann ist jeder Gitterpunkt mit den umliegenden Punkten verbun-
den. In einer Iteration wird damit Information über diesen 5-Punkte-Stern
ausgetauscht. Information mit der Punkten, die in der Nähe liegen, geschieht
somit recht schnell, während der Informationsaustausch von weit entfern-
ten Punkten dann sehr viele Iterationen erfordert. Man denke nur daran,
wenn die Information von einem Eck des Rechengebiets zu dem anderen Eck
transportiert werden muss. Man benötigt über den 5-Punkte-Stern dann eine
Anzahl von Iterationen in der Größenordnung der Anzahl der Gitterzellen.
Kurz: die hochfrequenten Anteile in der Lösung sind sehr schnell sehr gut ap-
proximiert, während eine gute Approximation der niederfrequenten Anteile
viele Iterationen erfordert.

Die Definition, was hoch- und niederfrequent oder kurz- und langwellig ist,
hängt allerdings von der Gitterschrittweite ab. So sind die langwelligen An-
teile von dem feinen Gitter - wir definieren diese z. B. als die Änderungen
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gemittelt über 20 Gitterpunkte - kurzwellig auf dem groben Gitter, da sie
hier z. B. über 5 Gitterpunkte approximiert werden. Jetzt liegt die Idee auf
der Hand. Man führt verschieden feine Gitter ein und approximiert immer
nur die kurzwelligen Anteile auf dem entsprechenden Gitter. Dies geht jeweils
in einigen wenigen Iterationen recht schnell. Das Ganze muss dann nur noch
richtig zusammengesetzt werden.

Wir schauen uns die einfachste Situation an, wo man von dem gröbsten Gitter
startet und bis zum feinsten Gitter fortschreitet, was gerne mit geschachtelter
Iteration bezeichnet wird. Neben den verschiedenen Gittern G1,G2, . . . , Gq

benötigt man noch eine Interpolation von einem Gitter zu dem feineren Git-
ter. Man nennt dies Prolongation und definiert die Prolongationsoperatoren

Pi,i+1 : Gi → Gi+1

vom Gitter Gi nach dem Gitter Gi+1. Man startet auf dem gröbsten Gitter
G1 mit einer direkten Lösung des Gleichungssystems. Dies kann man sich
erlauben, das hier die exakte Lösung, etwa mit dem Gauß-Algorithmus, noch
schnell zu berechnen ist. Diese Lösung nennen wir u1 und die Prolongation
auf das nächst feinere Gitter dann mit ū2. Mit dieser Startlösung wird dann
das Problem iterativ auf diesem Gitter gelöst. Man benötigt nur einige wenige
Schritte, da nur noch die auf diesem Gitter kurzwelligen Anteile eingefangen
werden müssen. Dann geht man zum nächsten feineren Gitter weiter. Das
gesamte Verfahren sieht dann wie folgt aus:

Löse auf G1 exakt
Resultat: u1

⇓ ū2 = P1,2 u1

Löse auf G2iterativ, Start: ū2

Resultat: u2

⇓ ū3 = P2,3 u2

...

⇓ ūq = Pq−1,q uq−1

Löse auf Gq iterativ, Start: ūq

Resultat: uq

Dieses Vorgehen nennt man dann geschachtelte Iteration oder ”Nested Itera-
tion“. Bei der iterativen Lösung auf jedem Gitterlevel benötigt man nur einige
wenige Iterationen, da nur die auf diesem Gitter kleinskaligen Komponenten
eingefangen werden müssen.
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Bei einem Mehrgitterverfahren wird diese geschachtelte Iteration mit einem
Vorgang in umgekehrter Richtung kombiniert, vom feinsten Gitter auf das
gröbste Gitter. Neben den Prolongationsoperatoren benötigt man nun noch
den Restriktionsoperator

Ri,i−1 : Gi → Gi−1 ,

der eine Näherung auf Gi nach Gi−1 bringt und man benötigt die Koeffizi-
entenmatrizen Ai der Gleichungssysteme für die entsprechenden Gitter Gi .
Starten wir zunächst auf dem feinsten Gitter Gq . Nach einigen wenigen Ite-
rationen mit dem Jakobi-Verfahren sind die auf diesem Gitter kleinskaligen
Anteile eingefangen. Die Lösung zu diesem Zeitpunkt nennen wir ũq . Das
Residuum

rq = b − Aq ũq

enthält somit keine nennenswerten kleinskaligen Anteile mehr. Dann kann
man aber auf das vergröberte Gitter gehen und mittelt das Residuum:

r̃q−1 = Rq,q−1 rq .

Die Korrektur der Lösung ergibt sich durch die Lösung des Gleichungssystems

Aq−1 e = r̃q−1 .

Die Lösung nach einigen wenigen Iterationen nennen wir eq−1 und berechnen
das zugehörige Residuum nach

rq−1 = r̃q−1 − Aq−1 eq−1 .

Jetzt gilt das gleiche Argument wie oben. Die kleinskaligen Anteile jetzt auf
dem Gitter Gq−1 sind eingefangen, so dass man dieses Residuum wieder auf
das gröbere Gitter mittelt und dort einige wenige Iterationen durchführt.
Schrittweise kommt man dann an bei

r̃1 = R2,1 r2 .

Die Gleichung
A1 e = r̃1 .

wird dann exakt gelöst. Man erhält die Korrektur e1.

Um zu der Lösung auf dem feinsten Gitter zu kommen, muss dann der Vor-
gang wie bei der ”Nested Iteration“ von dem gröbsten zu dem feinsten Gitter
ablaufen, indem man die Korrekturen aufaddiert. Dabei muss man die An-
teile auf dem gröberen Gitter in jedem Schritt auf das feinere interpolieren,
d. h. prolongieren. Von i = 1, 2, . . . , q − 2 ergibt sich dann

êi+1 = ei+1 + Pi,i+1 ẽi .



384 C Iterative Methoden zur numerischen Lösung von LGS

Dabei wurde hier die Korrektur auf dem i -ten Gitter ei durch ẽi ersetzt.
Diese Modifikation ergibt sich wegen der Tatsache, dass durch die Prolon-
gation kleinskalige Fehler erneut eingeschleppt werden können. Diese werden
eliminiert, indem man wieder einige wenige Schritte des Iterationsverfahrens
durchgeführt. Es ergibt sich ẽi nach einigen wenigen Iterationen des LGS

Ai+1 e = r̃i+1

mit Start bei êi+1.

Ist man bei i = q − 2 angekommen, ergibt sich

êq = Pq−1,q ẽq−1, uq = ũq + êq

als Lösung auf dem Gitter Gq .

Das Mehrgitterverfahren enthält sehr viele verschiedene Elemente, welche op-
timal an das vorgegebene Problem angepasst werden können. Das sind zum
einen die Prolongation und zum anderen die Restriktion, aber auch das ite-
rative Verfahren zur Lösung des Gleichungssystems. Da dies dazu eingesetzt
wird, die kleinskaligen Änderungen schnell zu approximieren und das Resi-
duum dann nur noch die großskaligen Fehler enthält, spricht man in diesem
Zusammenhang auch von einem Glätter. Als sogenannte Glättungsverfahren
kommen die klassischen Iterationsverfahren, allen voran das Jacobi- oder das
Gauß-Seidel-Verfahren zum Einsatz. Um die Reduktion der hochfrequenten
Fehleranteile zu erreichen, wird das sogenannte gedämpfte Jacobi-Verfahren
benutzt mit einem Relaxationsparameter ω < 1.

Oben haben wir einen sogenannten V-Zyklus angegeben: Von dem feinsten
Gitter wird zum gröbsten Gitter gegangen und dann wieder zurück. Ein W-
Zyklus ergibt sich, wenn man auf dem feinsten Gitter startet und nach Errei-
chen des gröbsten Gitters nicht bis zum feinsten Gitter zurück geht, sondern
nach einigen Schritten nochmals auf das gröbste Gitter geht und dann erst
auf das feinste zurück. Die Struktur dieses Ablaufes sieht dann wie ein W
aus. Eine Kombination von W- und V-Zyklus nennt man den F-Zyklus.

C.3 Das Verfahren der konjugierten Gradienten

1. Das Richardson-Iterationsverfahren Die klassischen Iterationsverfah-
ren des vorherigen Abschnitts lassen sich auch in der Form

u(m+1) = u(m) + αB−1(b − Au(m)) (C.19)
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mit einer regulären Matrix B und einem Relaxationsparameter α darstel-
len. So ergibt sich das Jacobi- und das SOR-Verfahren mit den folgenden
Definitionen:

BJ = D, αj = 1 bzw. BSOR = ωL + D, αSOR = ω . (C.20)

Im Falle der Konvergenz ergibt sich aus (C.19)

u = u + αB−1(b − Au) . (C.21)

Man löst somit als Ausgangsgleichung eigentlich

B−1Au = B−1b . (C.22)

Man nennt die Matrix B auch die Vorkonditionierungsmatrix oder kurz den
Vorkonditionierer im Englischen ”Preconditioner“. Die zugehörige Iterations-
vorschrift wird als vorkonditioniertes Richardson-Verfahren bezeichnet.

Der Vorkonditionierer B sollte so gewählt werden, dass das LGS Bs = r
einfacher als Au = b berechnet werden kann. Bei den klassischen Iterati-
onsverfahren ist dies nach (C.20) erfüllt. Bei der Wahl B = A und α = 1
hätte man die exakte Lösung in einem Schritt. Die Matrix B sollte A somit
möglichst gut approximieren.

Oft eingesetzt wird die unvollständige Cholesky-Faktorisierung. Die Cholesky-
Faktorisierung zerlegt A in das Produkt A = LU. Bei den schwach besetzten
Matrizen wird dies nur unvollständig ausgeführt, indem nur Elemente be-
rechnet werden, für die aij �= 0 gilt. Andernfalls würde die Matrix aufgefüllt
werden. Wir verweisen hier auf die Spezialliteratur.

Bemerkung: Beim Richardson-Verfahren wird die Matrix nur bei der Be-
rechnung des Residuums benötigt. Es genügt im Programm, das Matrix-
Vektor-Produkt mit der schwach besetzten Matrix A zu berechnen. In dem
numerischen Verfahren zur Lösung von elliptischen Randwertproblemen liegt
dies mit dem System der Differenzengleichungen vor.

Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden die Richardson-Iteration
ohne Vorkonditionierung:

u(m+1) = u(m) + α(b − Au(m)) . (C.23)

Betrachtet man die ersten zwei Iterierten, so erhält man

u(1) = u(0) + αr(0) , (C.24)

u(2) = u(1) + α(b − Au(1)) (C.25)

= u(0) + αr(0) + α(b − Au(0)) (C.26)

= u(0) + αr(0) + α(b − Au(0) − αAr(0)) (C.27)

= u(0) + 2αr(0) − α2Ar(0) . (C.28)
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Allgemein ergibt sich für m-te Iterierte eine Darstellung in der Form

u(m) = u(0) + γ
(m)
1 r(0) + γ

(m)
2 Ar(0) + · · · + γ(m)

m Am−1r(0) , (C.29)

mit den Koeffizienten γi = γi(α). Die m-te Iterierte ist somit korrigiert durch
eine Linearkombination der Vektoren Aj r(0), j = 0, 1, . . . , m − 1.

Man nennt den Teilraum, welcher durch die Vektoren Aj r(0) aufgespannt
wird:

Km(r(0);A) = span {r(0),Ar(0), . . . ,A
m−1

r(0)} , (C.30)

den Krylov-Teilraum der Ordnung m. Kurz schreibt man für diesen Sach-
verhalt

u(m) ∈ u(0) + Km(r(0),A) . (C.31)

In der Iterationsvorschrift C.23 werden die Koeffizienten γ
(m)
i durch das fest

vorgegebene α bestimmt. Es ist jetzt die Frage, wie dieses α am besten ge-
wählt wird, dass das Verfahren schnell konvergiert. Man benötigt ein Kriteri-
um für den Fehler und versucht diesen durch die Wahl von α zu minimieren.

1. Das CG-Verfahren

Ein Kriterium für die Minimierung des Fehlers wird im Folgenden für den
Spezialfall eines symmetrischen, positiv definiten Systems ausgeführt. Das
Verfahren nennt man das Verfahren der konjugierten Gradienten (CG-
Verfahren).

Die Matrix A sei symmetrisch und positiv definit. Wir betrachten das qua-
dratische Funktional

F (v) :=
1
2
(v,Av) − (b,v) , (C.32)

wobei (.,.) das Skalarprodukt bezeichnet:

(v,Av) =
n∑

i=1

n∑
k=1

aikvivk , (C.33)

(b,v) =
n∑

i=1

bivi . (C.34)

Es zeigt sich, dass das Auffinden der Lösung u des LGS Au = b äquivalent
mit der Minimierungsaufgabe

u = min
v

F(v) (C.35)

ist. Dies sieht man folgendermaßen.
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Eine notwendige Bedingung für ein lokales Extremum ist, dass der Gradient
�F (v) Null wird. Mit

∂F
∂vi

=
n∑

k=1

aikvk − bi (C.36)

ergibt sich dieser zu
�F (v) = Av − b =: r . (C.37)

Da die zweite Ableitung, die Hesse-Matrix von F (v), gerade A ist und diese
Matrix nach Voraussetzung positiv definit, ist die Lösung u des LGS die
Stelle des Minimums. Es zeigt sich, dass diese eindeutig ist und es sich um
das globale Minimum handelt. Die Lösung des Gleichungssystems Au = b
ist somit äquivalent zu dem Finden des Minimums von F (v). Damit ist ein
Kriterium zur Minimierung des Fehlers gefunden.

Beim CG-Verfahren berechnet man eine Basis {q1,q2, . . . ,qm} des Krylov-
Unterraums Km, für die

(qi ,Aqj ) = 0 für i �= j (C.38)

gilt. Diese Eigenschaft heißt A-orthogonal oder konjugiert bezüglich A. Der
Ansatz im m-ten Iterationsschritt ist

q(m) = −r(m−1) + βq(m−1) . (C.39)

Der Wert von β ergibt sich aus der Bedingung der Konjugiertheit von q(m)

und q(m−1) bezüglich A. Den Wert von α erhält man dann aus der Minimie-
rungseigenschaft. Sind v und q fest, wird v′ = v + αq gesucht mit

F (v′) = min
α

F (v + αq) . (C.40)

Nach kurzer Rechnung erhält man

F (v + αq) =
1
2
(v + αq,A(v + αq)) − (b,v + αq) (C.41)

=
1
2
(v,Av) + α (p,Av) +

1
2
α2 (q,Av) − (b,v) (C.42)

−α (b,q) (C.43)

=
1
2
α2 (q,Aq) + α (q, r) + F (v) =: F*(α) . (C.44)

Das Nullsetzen der Ableitung nach α:

d
dα

F*(α) = α (q,Aq) + (q, r) = 0 (C.45)

liefert für α den Wert

αmin = − (q, r)
(q,Aq)

(C.46)
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Die zweite Ableitung nach α ist positiv, da A positiv definit ist.

Der Rechenaufwand für einen Iterationsschritt ergibt sich aus der schon er-
wähnten Matrix-Vektor-Multiplikation, aus zwei Skalarprodukten und drei
skalaren Multiplikationen von Vektoren. Neben der Matrix A werden nur 4n
Speicherplätze für q(m), r(m), u(m) und s benötigt. Eine Vorkonditionierung
beim CG-Verfahren ist möglich, indem A und b durch B−1A und B−1b
ersetzt werden.

3. Methode der verallgemeinerten Residuen

Wenn A unsymmetrisch ist, versagt das CG-Verfahren. Es gibt hier die Mög-
lichkeit, das unsymmetrische LGS äquivalent in ein System mit einer sym-
metrischen, positiv definiten Matrix umzuformulieren:

ATAv = ATb (C.47)

und das CG-Verfahren auf dieses System anzuwenden. Allerdings verschlech-
tert sich hier die Konditionszahl - man erhält das Quadrat der Konditionszahl
von A. Dieser Ansatz ist somit nur für gut konditionierte LGS sinnvoll.

Ein anderer Ansatz ist die Euklidische Norm des Residuums

‖ b − Av ‖2
2 (C.48)

über dem Krylov-Teilraum Km zu minimieren. Dieses Verfahren wird GM-
RES (Generalized Minimum Residual) genannt. Man bestimmt in Km ei-
ne Basis mit dem Gram-Schmidt-Verfahren. Ein Nachteil des GMRES-
Verfahrens ist, dass die ganze Basis {q(1), . . . , q(m)} abgespeichert werden
muss und im Laufe der Iteration der Speicherplatz anwächst. Um dies zu
vermeiden, bricht man nach N Schritten ab und startet mit der letzten Ite-
rierten erneut. Dieser Restart verschlechtert natürlich die Eigenschaften des
Verfahrens. Sinnvolle Werte für N liegen zwischen 6 und 20.

Es gibt eine ganze Reihe weiterer Krylov-Teilraum-Verfahren. Wir verweisen
hier auf die Literatur, welche im nächsten Abschnitt aufgeführt wird.

C.4 Bemerkungen und Entscheidungshilfen

Weitere Informationen zu den Iterationsverfahren für große schwach besetzte
Gleichungssysteme findet man in den Büchern über numerische Methoden
wie [55] und Stoer [59], ausführlicher dann in der Spezialliteratur über die
numerische Lösung von Gleichungssystemen, z.B. bei Hackbusch [27], Meister
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[43] und Golub und van Loan [21]. Den Aspekt der effizienten Ausführung
dieser Verfahren auf Parallelrechnern wird von Schwandt [53] behandelt.

Die klassischen Iterationsverfahren, allen voran das SOR-Verfahren, werden
auch heute noch für kleine Probleme eingesetzt. Ist die Anzahl der Gitter-
punkte groß, dann steigt die Anzahl der Iterationen beträchtlich an und diese
Verfahren werden zu langsam. Die Bücher von Varga [67] und Young [74] sind
die klassischen Werke über diese iterativen Verfahren.

Die klassischen Iterationsverfahren, allen voran das SOR-Verfahren, werden
auch heute noch für kleine Probleme eingesetzt. Ist die Anzahl der Gitter-
punkte groß, dann steigt die Anzahl der Iterationen beträchtlich an und diese
Verfahren werden zu langsam. Die Bücher von Varga [67] und Young [74] sind
die klassischen Werke über diese iterativen Verfahren.

Für sehr große Probleme schneiden die Mehrgitterverfahren bezüglich der
Rechenzeit oft am besten ab. Wie beschrieben gibt es bei diesen Verfahren
eine ganze Reihe von Freiheitsgraden: Restriktion, Prolongation, Iterations-
Verfahren und Art des Zyklus: V, W oder F, welche auf das entsprechende
Problem optimiert werden können. Für einen Nicht-Fachmann ergibt sich dar-
aus die Schwierigkeit, dass die beste Auswahl dieser Komponenten einiges an
Erfahrung erfordert. Für die Standardprobleme, wie die Poisson-Gleichung,
gibt es hier optimierte Versionen in der Literatur oder in Programmbiblio-
theken, die in Bezug auf Rechenzeit meist nicht zu schlagen sind. Für Nicht-
Standardprobleme können aber die Schwierigkeiten auftreten, dass der Ein-
satz dieser Verfahren und die Optimierung etwas Zeit erfordert. Von der Pro-
grammstruktur her ist ein Mehrgitterverfahren recht kompliziert. Eine eigene
Programmentwicklung setzt hier schon eine gute Kenntnis und Erfahrung im
Programmieren voraus. Ein Tutorial zur Entwicklung eines Mehrgitterverfah-
rens ist das Buch von Briggs, Henson und McCormick [7]. Weitere Beschrei-
bungen dieser Verfahren finden sich in der oben angeführten Literatur. Es
gibt darüber hinaus Monographien speziell über Mehrgitterverfahren, z. B.
von Hackbusch [25] und Wesseling [70].

Das CG-Verfahren wurde als direktes Verfahren entwickelt. Insbesondere
durch die Vorkonditionierung des Gleichungssystems hat es sich dann später
als ein sehr robustes und schnelles iteratives Verfahren gezeigt. Es braucht
im Allgemeinen weniger Rechenaufwand als das SOR-Verfahren. Die Matrix
A muss bei dem CG-Verfahren symmetrisch und positiv definit sein. Wie
schon oben erwähnt wurden in den letzten Jahren ähnliche Methoden ange-
geben, bei denen diese Voraussetzungen abgeschwächt sind. Bei sehr großen
Systemen und den Standardproblemen ist ein Mehrgitterverfahren in Bezug
auf Rechenzeiten einer Krylov-Unterraum-Methode im Allgemeinen überle-
gen. Allerdings ist die Krylov-Unterraum-Methode mit einer guten Vorkon-
ditionierung sehr robust und unproblematisch bei dem Einsatz auf ein Nicht-



390 C Iterative Methoden zur numerischen Lösung von LGS

Standardproblem. Es muss kein Parameter eingestellt werden. Mehrgitterver-
fahren können hier auch zur Vorkonditionierung eingesetzt werden. Möchte
man sehr große Probleme lösen und dies öfters, dann wird sich der Aufwand
lohnen, ein Mehrgitterverfahren geeignet anzupassen. Eine Übersicht über
Krylov-Unterraum-Methoden geben die Bücher von Hackbusch [27], Meister
[43] und Axelsson [1].

Bei den klassischen Iterationsverfahren wurde diskutiert, wie es vermieden
werden kann, dass die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems abgespei-
chert wird. Bei den anderen Iterationsverfahren wird als zentraler Baustein
die Matrix-Vektor-Multiplikation benötigt. Insofern geht es im Allgemeinen
darum, diese Operation geschickt abzuspeichern. Es werden hier auf einen
Vektor nacheinander nur die Elemente �= 0 abgespeichert. Es werden dann
Hilfsfelder eingeführt, welche die Position der Nicht-Null-Koeffizienten, ein-
deutig beschreiben. Dadurch wird der Speicherplatzbedarf proportional zu
der Anzahl der Unbekannten.

Dadurch, dass viele Probleme auf die Lösung großer linearer Gleichungssys-
teme zurückgeführt werden können, gibt es in diesem Bereich eine ganze Rei-
he von Programmen. Die Computeralgebra-Systeme wie Mapleoder MAT-
LAB haben die entsprechende Software zur Verfügung. Die Programmpakete
wie IMSL und NAG bieten diesbezüglich viele Routinen an. Berühmt ist die
Programmesammlung LAPACK zur linearen Algebra. Viele der IMSL- und
NAG-Programme gehen auf diese Sammlung zurück.

Da viele Probleme auf die Lösung großer linearer Gleichungssysteme zu-
rückgeführt werden können, gibt es in diesem Bereich eine ganze Reihe von
Programmen. MATLAB stellt hier z.B. entsprechende Software zur Verfü-
gung. Die Programm-Pakete wie IMSL [68] und NAG [45] bieten diesbe-
züglich viele Routinen an. Berühmt ist die Programmesammlung LAPACK
zur linearen Algebra. Viele der IMSL- und NAG-Programme gehen auf diese
Sammlung zurück. Das Suchen von frei erhältlichen Programmen unterstützt
z.B.http://www.netlib.org.
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der Elastizitätstheorie, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 3. Aufl.,
2003

6. S. C. Brenner und L. R. Scott, The Mathematical Theory of Finite Element
Methods, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 1994

7. W. Briggs, V. Henson und S. McCormick, A Multigrid Tutorial, SIAM,
Philadelphia, 2000

8. P. Ciarlet, The Finite Element Method for Elliptic Problems, North-Holland,
Amsterdam, 1978

9. L. Collatz, Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen, Akademische
Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1963

10. R. Courant, K. O. Friedrichs und H. Lewy, “Über die partiellen Diffe-
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5-Punkte-Stern, 295, 300

A-Stabilitat, 81
Abhängigkeitsbereich, 269
Adams-Bashforth-Verfahren, 86, 90
Adams-Moulton-Verfahren, 87, 88, 90
Advektionsgleichung, 187
Anfangs-Randwertproblem, 177, 186
Anfangswertproblem
– gewöhnlich, 59
– partiell, 168, 186
ARWP, siehe Anfangs-

Randwertproblem
Assemblierung, 298
AWP, siehe Anfangswertproblem

Balken
– auf elastischer Bettung, 128, 136
– Biegung mit konstanter Strecklast,

142
– eingespannter, 113
– Knickbiegung, 124
– Knickstab, 132, 147
Basisfunktionen, 141, 150, 151, 158, 291
Bilinearform, 288
Bisektionsverfahren, 368
Burgers-Gleichung, 197

CFL-Bedingung, 265
CG-Verfahren, 384
Charakteristiken, 188
charakteristische Normalform, 191
charakteristischen Variablen, 191
Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung,

265
Crank-Nicolson-Verfahren, 255

DGL, siehe Differenzialgleichung

diagonal dominant, 380
Differenzenformeln, 53, 55
– mit Ableitungen, 128
Differenzengleichung, 123, 234
Differenzenmolekül, 235
Differenzenquotient
– linksseitig, 50, 232
– Ordnung, 53
– rückwärts, 233
– rechtsseitig, 50, 232
– vorwärts, 233
– zentral, 53
Differenzenstern, 235
Differenzenverfahren, 123, 231
– für elliptische DGL, 234
– für Erhaltungsgleichungen, 275
– für gewöhnliche DGL, 123
– für hyperbolische DGL, 262
– für parabolische DGL, 248
Differenzialgleichung
– elliptische, 171
– Eulersche, 288
– gewöhnliche, 59
– hyperbolische, 182
– parabolische, 177
– partielle, 167
– quasilineare, 169, 187
– steife, 107
Differenzialquotienten, 49
Differenziation
– numerisch, 48
Diffusionszahl, 253
Dirichlet-Problem, 173
Dirichlet-Randwerte, 173
Diskretisierung
– in Dreiecke, 290
Diskretisierungsfehler, 53, 74, 83, 219
Dissipation, 209
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– numerisch, 268
dividierte Differenzen, 358
Dreiecksfunktionen, 151

Eigenfunktionen, 134
Eigenwertproblem, 115, 132
Einschrittverfahren
– Euler-Cauchy-Verfahren, 65
– Extrapolationsverfahren, 95
– globaler Verfahrensfehler, 83
– Heun-Verfahren, 69
– implizit, 70
– Konsistenz, 82
– Konsistenzordnung, 83
– Konvergenz, 83
– Konvergenzordnung, 84
– lokaler Verfahrensfehler, 82
– Rundungsfehler, 84
– Runge-Kutta-Verfahren, 91
– Schrittweitensteuerung, 99
– Stabilität, 77
– Trapezregel, 69
– Verbessertes Euler-Cauchy-

Verfahren, 69
Elektrische Schaltungen, 63, 110
Elementfunktionen, 152, 297
– bilineare, 301
– Gradienten, 300
– lineare, 297
– quadratische, 305
Elementvektor, 310
elliptische Differenzialgleichung, 171
Energieerhaltung, 195, 201
Energiefunktional, 154, 288
Entropiebedingung, 222
Erhaltungsform, 203, 322
Erhaltungsgleichung
– differenzielle Form, 196, 317
– hyperbolische, 194
– integrale Form, 195, 196, 317
Euler-Cauchy-Verfahren, 65
Euler-Gleichungen, 203
Eulersche Differenzialgleichung, 145,

146, 288
Exaktheitsgrad, 30
Extrapolationsverfahren, 95, 106

Fehlerabschätzung, 43, 99, 354, 358
Fehlerextrapolation, 42, 44, 95

Finite-Elemente-Methode, 149, 287
Finite-Volumen-Verfahren, 317
Fixpunktiteration, 72
Fluss, 194, 323
– numerischer, 319, 331
Formfunktionen, 307
Fourier-Reihe
– diskrete, 253
Funktional, 143

Galerkin-Methode, 138
Gauß-Algorithmus, 126
Gauß-Integration, 37
Gauß-Seidel-Verfahren, 377
Gaußsche Quadraturformeln, 41
Gebietszerlegung
– in Quadrate, 301
gewichtete Residuen, 135
Gitter, 224
– achsenparalleles, 226
– randangepasst, 226
– randangepasste, 226, 227
– strukturiert, 226
– unstrukturiert, 226, 227, 318
Gittererzeugung, 227
GMRES-Verfahren, 388
Godunov-Typ-Verfahren, 335
Godunov-Verfahren, 326, 334

Halb homogenes RWP, 115
Hamiltonsche Prinzip, 143
Hermite-Interpolation, 365
Heun, Verfahren von, 69
HLL-Verfahren, 335, 340
Homogenes RWP, 115
Hutfunktionen, 151
hyperbolisch, 169, 182
hyperbolische Differenzialgleichungen,

169, 182

implizites Verfahren, 70, 250, 345
Impulsantwort, 111
Induktivitat, 63
Inhomogenes RWP, 115, 116
Instabilität, 31, 78
Integration
– numerische, 17
Interpolation, 351
– dividierte Differenzen, 358
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– Fehler, 354
– Hermite, 365
– Lagrangesche Interpolationsformel,

353
– Newtonsche Interpolationsformel,

357
– Spline Interpolation, 361
Iterationsverfahren, 376

Kapazitat, 63
Knickbiegung, 124
Knickstab, 132, 147
Kollokationsverfahren, 137
Kondition, 381
konservative Form, 203, 322
Konsistenz, 82
Konsistenzbedingung, 321
Konsistenzfehler, 232
Konsistenzordnung, 83, 220
Konvektion, 187
Konvektions-Diffusions-Gleichung, 216
Konvergenz, 83, 222
Konvergenzordnung, 84, 102, 222
Krylov-Teilraum, 386
kubischer Spline, 362

Lagrangesche Interpolationsformel, 353
Laplace-Gleichung, 172
Laplace-Operator, 172
Lax-Friedrichs-Verfahren, 337
Lax-Wendroff-Verfahren, 271
Lipschitz-Bedingung, 60, 321

MacLaurin-Formel, 31
Maple, 1
Massenelementmatrix, 311
Matrix
– Bandstruktur, 237
– diagonalisierbar, 189, 191, 341
– Dreiecksmatrix, 378
– Konditionszahl, 388
– schwach besetzt, 375
– tridiagonal, 126, 363
Mehrgitter-Verfahren, 381
Mehrschrittverfahren, 85
– Adams-Bashforth-Verfahren, 86
– Adams-Moulton-Verfahren, 87
Mehrstellenansatze, 130
Mehrzielmethode, 161

Methode der gewichteten Residuen, 135
Methode der kleinsten Quadrate, 138
Mittelpunktsformel, 69
Mittelpunktsregel, 23
MUSCL-Verfahren, 328

Navier-Stokes-Gleichungen
– inkompressibel, 205
– kompressibel, 202
Neumann-Problem, 173
Neumann-Randbedingungen, 173
Neumannsche Stabilitätsanalyse, 253
Newton-Cotes-Formeln, 31
– 3/8-Regel, 31
– abgeschlossene, 30
– Milne-Regel, 31
– Mittelpunktsregel, 23, 31
– offene, 30
– Rechteckregel, 22, 31
– Simpson-Regel, 29, 31
– Trapezregel, 26, 31
Newton-Verfahren, 372
Newtonsche Interpolationsformel, 357
Normaldreieck, 306
Numerische Differenziation, 48

Ohmscher Widerstand, 63
Ordnung des Verfahrens, 53

parabolische Differenzialgleichung, 169
Poisson-Gleichung, 172, 288, 290
Polygonzugmethode, 65
Potenzialgleichung, 280
Prädiktor-Korrektor-Verfahren, 72, 87
Präkonditionierung, 385
Prolongation, 382
Pyramidenfunktionen, 297

Quadraturformeln
– aufsummiert, 32
– Exaktheitsgrad, 30
– Gaußquadratur, 37
– Newton-Cotes, 30
– Taylorabgleich, 27
quasilineare DGL, 169

Randbedingung
– Dirichlet, 173
– homogen, 173
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– Neumann, 173
– Robin, 174
Randwert-Determinante, 116
Randwerte, 113
Randwertproblem, 114, 115
– halb homogenes, 115
– elliptisch, 171
– gewöhnlich, 113
– homogenes, 115
– inhomogenes, 115
Rankine-Hugoniot-Bedingung, 199
rationale Interpolation, 365
Rechteckregel, 22
rechtsseitige Differenzenformel, 50
Relaxationsverfahren, 377
Residuum, 83, 137, 220, 241
Restriktion, 383
Richardson-Verfahren, 384
Riemann-Problem, 205
Ritzsches Verfahren, 146
Romberg-Integration, 45
Runge-Kutta-Verfahren, 91
RWP, siehe Randwertproblem

Schallgeschwindigkeit, 204
Schießverfahren, 117
– lineare Probleme, 119
– Mehrzielmethode, 161
– nichtlineare Probleme, 121
Schrittweitensteuerung, 99
schwach besetzte Matrix, 375
schwache Lösung, 212
Sehnentrapezregel, 26
Sekantenverfahren, 371
Shapefunktionen, 152
Shooting Method, siehe Schießverfahren
Simpson-Regel, 29
SOR-Verfahren, 377
Spektralradius, 380, 381
Spline
– kubisch, 362
– natürliche Randbedingung, 363

– periodische Randbedingung, 364
Sprungantwort, 111
Stützstellen, 21
Stabilität, 77
steife Differenzialgleichung, 107
Steifigkeitsmatrix, 309
Stoßwelle, 199
Strömungsmechanik, 200
Systeme von Differenzialgleichungen
– gewöhnliche, 102
– partielle, 185

Tangententrapezregel, 98
Taylor-Abgleich, 53
Teilintervall, 138
Temperaturleitzahl, 179
Thomas-Algorithmus, 126
Tiefpass, 64
Träger, 291
Transportgleichung, 187
Trapezregel, 26
Tridiagonalmatrix, 126, 363
TVD-Verfahren, 330

Überrelaxation, 377
Unterrelaxation, 377
Upwind-Verfahren, 266

Variationsaufgabe, 143, 288
Variationsproblem, 142, 144
Variationsrechnung, 142
Verdichtungsstoß, 199
Verfahrensfehler, 53
Verstärkungsfaktor, 80

Wärmeleitungsgleichung, 179
Wellengleichung, 182

zeitabhängiges Problem, 167
zentraler Differenzenquotient, 50
Zustandsgleichung, 202
Zustandsvariable, 64


